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JOIRNAL

MATHÉMVTIQIES
PURES ET APPLIQUÉES.

Mémoire sur les équations du mouvement d'un système

de corps;

Par m. Emile MATHIEU.

Imaginons un système de corps réduits à des points et supposons

d'abord que ces points matériels, au nombre de /i-l-i, soient libres

et s'attirent ou se repoussent suivant une fonction donnée de la dis-

tance. D'après une transformation bien connue, on peut remplacer

le mouvement de ces n -i- i points par celui de n points fictifs éga-

lement libres, sollicités par une même fonction de forces et pour

lequel aient lieu le principe des forces vives et les trois intégrales des

aires.

Ayant cherché à appliquer à l'étude de ce mouvement un système

de coordonnées analogue à celui qui m'a servi dans le problème des

trois corps, je suis ainsi parvenu à traiter cette question d'une ma-

nière toute semblable, et j'ai ramené le problème à la résolution de

6/1 — 4 équations différentielles canoniques. On peut remarquer que,
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le principe des forces vives étant encore une intégrale pour ces dernières

équations, et l'élément du temps pouvant s'éliminer immédiatement,

le système des équations différentielles n'est réellement que de l'ordre

Qji — 6. Ce résidtat a été déjà reconnu par M. Radau dans un Mé-

moire pnnlié dans ce journal (t. XIV, 2" série), et que je n'ai lu qu'a-

près l'entière rédaction du Mémoire actuel.

Ensuite, au lieu d'un système libre, je conçois plus généralement

un système de ri points sollicités par une même fonction de forces et

soumis à de certaines liaisons; mais je suppose que le principe des

forces vives et les trois équations des aires soient encore applicables.

Je montre qu'on peut encore adopter le même système de coordon-

nées, et j'obtiens pour le mouvement un système d'équations différen-

tielles de l'ordre 6?i — 6 — 2/', où r désigne le nombre des équations

qui exjiriment les liaisons.

Emploi cVim premier système de variables.

1. Occupons-nous d'abord du mouvement d'un système de ?i corps

libres sollicités par une même fonction de forces, et pour lequel le

principe des forces vives et les trois intégrales des aires sont appli-

cables.

A chaque instant on peut se représenter les axes principaux d'iner-

lie de ce système, qui passeiit par l'origine des coordonnées comme si

le système était solide, et désignons, sous le nom LVéquateiir, un des

trois plans passant par deux des axes principaux d'inertie. La position

du système et son déplacement infiniment petit sont déterminés :

1° par les projections des rayons vecteurs menés de l'origine aux

masses m,, in,;, ..., w„ sur le plan de l'équateur, projections que nous

désignerons par /•,, /n, ..., /•„; 2° |)ar les dérivées de r,, /v, ..., /„ par

rapport k t; 3° par les angles |3,, /Sj, ..., /3„ des rayons r,, r^, ... avec

l'intersection L du plan de l'équateur et de la position qu'il occupe

au bout de l'instant dt; 4° par les dérivées de /S,, jS,, ... par rapport

à t; 5° par les distances z,,Z2, ..., z„ deoî,, m^, ... au plan de l'équateur ;

6" par les dérivées de ces distances par rapport à f
;
7" par le déplace-

ment infiniment petit d-/ de l'axe de rotation L du plan de l'équateur
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dans ce plan; 8" par la rotation inGiiiment petite 'jjcU du plan de l'é-

quateur autour de la droite L.

Il est aisé de se représenter le mouvement du plan de l'équateur,

que nous représenterons par V. La droite L loinne dans ce plan P au-

tour de l'origine O et vient au bout de l'instant clt en L,, puis ce plan

louine autour de L, d'un angle infiniment petit ojc/f et occupe la posi-

tion P|. La droite L tournera de même dans le plan P, autour du

point O et ira de l;i position L, à une autre infiniment voisine L,, puis

le plan P, tournera d'iui angle infiniment petit autour de Lo, et ainsi

de suite. La droite L se meut donc sur un cône, et comme on peut

regarder l'élément plan renfermé entre L et L, comme appartenant à

la fois au cône et au plan mobile P, on voit que le plan P de l'équa-

teur roule sans glisser autour du cône formé par les positions succes-

sives de la droite L.

Sur une eapiession de la force vWe.

'2. Par l'origine O des coordonnées, menons Oz perpendiculaire au

plan P, Ojc suivant la droite L et O^- perj)cndiculaiic à Ox dans le

plan P. L'axe des z, étant perpendiculaire à léquateur, est un axe

principal d'inertie; et, par suite, en désignant généralement par

>r, 1 , z les coordoiHiées d'un^ quelconque des masses représenlée

par m, pnv rapport à ces axes de coordonnées mobiles, on a les deux

équations

linz.r = o, linz) = o,

le signe sonun itoire 1 s'élendant à toutes les masses m. Comme on a

en général

jc = rcoSj'i, J' = rsin[j,

on peut remplacer ces deux équations par

2im;/cos-3 = o, 1 iiizrs'in [z = o.

Si l'on désigne -généralement par ii, i', i\' les vitesses relatives d'un

point m |)ni rapport à trois axes de coordonnées mobiles Ox, Or, Oz,
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et par y:;, q, r les vitesses de rotation de l'angle trièdre des coordon-

nées autour de ces trois axes, on a les formules connues et faciles à

établir

V = rx — pz -\—-,
' lit

"-/?)- 9-^+7^ •

Or, dans le cas actuel, la rotation du plan P autour de L est égale à

'j)dt, et la rotation autour de Oz est égale à rfy; on a donc

et les trois formules précédentes deviennent

« = r rsui S -I- -p cosS — rsui .> -f »

dl ' dt ' ' dt

d'i , dr . , , d'i
t' = -r /'cosp — i,yz ^—r sin p ^ rcos,i -^î

dl ' dt ' ' dt

. , dz
H'= ursu),; + — •

' dt

Désignons par A la vitesse angulaire de r dans le plan de l'équa-

teur, comptée à partir d'une droite fixe située dans ce plan, eu sorte

que l'on ait

/ \ . '/S d'i

(«) ^ = ;^ + i'

en supposant A, /S, rfy comptés positivement dans le même sens. Nous
aurons

u = — cos|5 — rAsin/5,

dr . r . .
»' = — suip — wz -P rAcosp,

w z=z wrsin,'; + —

•

' dt
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On en conclut l'expression du carré de la vitesse

„= + (,2 -+- (v^ = ('jy + rW -^
(S)' + '^'^' -^ '-oV'sin=/3

-{- 2<y> Y rsmp— 2o)Z — sinp — aojzrcosp
( 7- + j^ )»

et l'on a, pour l'expression de la force vive du système des masses,

-+- lijizm ( -T- rsinp — z — sinp — zrcosp --
J

— 2u -^ 2wzrcosi3.

Or on a

(i) 2mzrcos|3 = G, 2/nzrsin|3 = o,

et, en différentiant la dernière équation,

Im ( z — sinp -+- zrcosp y- 1 = — 2m — rsinp.

tl en résulte la formule

I

4- tji^lm{z^ + r°sin°/3) 4- 4w2/w^ rsin^,

dans laquelle A a la valeur [a).

Rotation instantanée du plan de Véquateur autour de la droite L.

3. Les projections de l'axe A du plan invariable, sur Ox, O^-, Oz,

sont égales à

lm[jr\v — z^>), lm[zu — xw), 1m[xv — yu),

et, en faisant la somme des carrés de ces trois quantités, nous

Journ. de Math. (3' série), tome 111. — JiSviER 1877. ^
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aurons le carré de la constante k. Calculons ces trois quantités;

nous aurons

lm{j-w — zv) — ulm 'z^ -f- r'^s'iu- [:.)

-t- lin [
— r&m :j — z — sinft — crcosp -f- »

\dc ^ tlt ^ ' dt J

ou

l.ni[y\v — zv) = {o2/«(z- + r^snrp) + aZmy rsin^.

En second lieu, nous avons

lin(zu — Xiv) = — 'jilmr^sliif-jcoslî -+- linz — cosjj

— ziiizrsiiiij -; zm —- rcosh ^ 2/;/:/'siii,j;
' i/t de ' d: '

en différentiant la première équation (b), nous avons

dt ' 'de dt '
^

et il en résulte

I.in[zii — x'W;:= — 'jilmr- sh^^cosfj — 2I111 -j^ r cos^.

Enfin l'on a

li}i[xi' — yn) = liKi-A — ojlinzrcos^ = luir'-A.

En faisant la somme des carrés de ces trois expressions, on

obtient

(// X- = Gaj^ + 4Sw + 4V + [linr'A)-,

en posant

G = [lm[z'' + /'sin-p ]-+ {1 inr siu fi cos fi ,\

dz
S = liti — rcosfj X 2/;/r-sin/5coSiS

-h Ini -j^ rsinfi x 2m.' -sin-jS + 2im -7^ / sinjS X 2m;

V = (2m ^ rcos,';
J
+ (2m^/'siiî,'5 )

•
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I>s deux dernières expressions peuvent encore s'écrire

S = Imz'^ X Im^ r sin/i -f- Im^r^ ~ sinfi
(Il

'
lit

'

H- Imm^ (r-r, -^ sin,'; -i- /r; y sin^'i,
j
cos (j'î, — |3),

V= 2m^ i^
(
—

) + 2lmm,jr, '-^ ^cos{

De l'équation du second degré [ri], on pourra tirer m et le porter

dans l'expression (c) de 2T, qui deviendra ainsi une fonction liomo-di I -1 • , . , dz ilr . ' . Il
u sccouil (Icgre des dérivées —1 — . des quantités A et de la" °

lit (Il 1

quantité k.

Formule qui donne le mouvement de la trace de l'c'quateur

sur le plan invariable.

A. Représentons par g l'angle que fait la trace de l'équateur P sur

le plan invariable avec une droite fixe située dans ce dernier plan;

puis désignons, comnie au n° 2, par x, y, z les coordonnées de chaque

masse m par rapport aux trois axes rectangulaires considérés dans ce

numéro, et par ^, q les vitesses de rotation autour de Ox, Oj-. Alors

la différentielle de a est fournie par la formule suivante, que j'ai

donnée dans mon Mémoire sur des formules de perturbation [voir ce

Recueil, 1H75, p. igS) :

A/>' + 817' -(- o.lm [py — qx) -^ — ipqlmxy
do = ......

'"
kdc,

où l'on a

A = 2/?z(z- 4-j-j, R = 3»2(j:'- -+- £-), A> = lm[xv ~ju).

(Dans ce Mémoire, le dernier terme du numérateur de cette for-

mule manque, parce qu'on y a pris pour axes des x et y les deux

axes principaux situés dans le plan P, ce qui annule la quantité Imxy.
Mais la démonstration de la formule actuelle se fait absolument

comme celle de la formule citée.)

2 .
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En faisant

p = îj, (j = o, j: = rcosp, ^• = rsin/3, x = Imr^X,

on obtient la formule cherchée

57
~

X'— (Zmr'A)'
'

Comme on a trouvé, au numéro précédent,

k- - (2m/-= A;= ==^ Gw- + 4Saj -t- 4V,

on peut aussi écrire cette formule

r àz
û)'lTO(2--t- r'sin'S) -f- 2«uS/7!rsin3-r

'*^' Â" ~~
Ga.= -t-4SM-f-4V

Remarques sur [.'application des équations différentielles

de la Dynamique.

5. Si l'on désigne par qi.q,-, •,qs '^s variables qui déterminent

la position d'un système de points matériels, si l'on représente par U
la fonction de forces, et si l'on exprime ensuite la force vive aT au

moyen de ces s variables et de leurs dérivées par rapport à t repré-

sentées par q\, q„, ..., q'^, alors T sera une fonction homogène et du
second degré de ces dérivées. Posons ensuite

cTï _ en dï

W,~P" W.~P'' ' Ws^P''

et exprimons aT en fonction des variables ç„ p,-, puis faisons

T-U = H,

et nous aurons le système des 2S équations canoniques

dt
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Examinons comment on pourra appliquer ce système d'équations

à l'expression de aT obtenue à la fin du n° 2. Si nous posons en

général

rf7
~ '"" 7?—'^" lû~^"

cette expression de 2T est une fonction des quantités

r,, i\. ..., r,„ ,6,, /j„ . ., /3„, 2,, j, z,,.

/',, /',, .... /•;,,
f;',, ,3;, ..., fi, z\, z\, .... z„, -1, '^,

et elle est homogène et du second degré par rapport aux quantités de

la seconde ligne. Ou a d'ailleurs les deux équations

2/«zrcoSj'5 = o, 2/n2rsin/5 = o,

et l'on eu déduit deux autres par la différentiation par rapport à t :

au mo3eu de ces quatre équations et des deux équations [ci] et {e)

des n*" 3 et i, on pourra tirer les six quantités z,, Zj, z, , z.^, w et k,

par suite, éliminer les cinq premières de l'expression de 2T; mais ou v

iud'odiiiiM — : 2T deviendra ainsi une fonction de
dt

'm I'.,, ..., /•„, /2,, f.. ..., p,,, Z3, 2,, ..., Z„,

( < r,< rj ry ' ' • 'h '^°
/•,, r„, ..., /„, p,, [j.-,, ..., (j„, Z3, z^, ..., 2„, —, —,

et sera homogène et du second degré par rapport aux dérivées de la

seconde ligue. Il est cependant impossible d'appliquer le système des

équations canoniques en prenant pour les variables (7, les quantités de

la première ligue, ol de plus ff et -y; car ces quantités, ainsi que a,

peuvent être considérées comme des coordonnées, mais cela n'a pas

lieu pour '/.

Au reste, on aurait pour 2T une expression plus simple, en par-

lant de l'expression (c) du n° 2, conservant ij et éliminant z,, z^,

z', , z'o, comme ci-dessus. Eu désignant par dil la rotation infiniment

petite wdt du plan P, on obtiendrait, pour 2T, une fonction homo-

gène et du second degré des r[, des p|, des z^, de ^ et de —,

mais Y et i2 ne pourraient être assimilés à des coordonnées.
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D'après les réflexions que nous venons de (aire, nous devons cher-

cher à substituer d'autres variables aux précédentes.

Substitution des angles B, aux angles /3.

6. Désignons par S la trace du plan invariable sur le plan P de

i'éqnaleur et par t^ l'angle des droites L et S; représentons aussi par

S,, ?2, ..., £„ les atigles de r,, r^^ ... avec S. On aura, en supposant

les angles ^ comptés positivement dans le même sens que les

angles /3,

{g) ,6,_£, = /3,-S,=...= /3„-|„=.;

posons ensuite

X = lni{fw — Zi'), Y = lm{zu — xw)

en nous rappelant que les expressions de ces deux quanlités on! été

obtenues au n° 3.

La projection de l'axe k du plan invariable sur la droite .S qui lui

est perpendiculaire est nulle; on a donc

[h] Xcos(,5- ?) +Ysin(P -ç) = o,

et, par suite,

^ XcosS + YsinS
°^ — Xsin;5 + Ycos.â

Cette formule permettra de calculer très-facilement les angles £

au moyen des variables des numéros précédents. Le problème in-

verse, qui consiste à calculer les variables |3 au moyen des variables |,

est plus compliqué. Pour résoudre cette question, nous avons les

équations (g), l'équation [h] ou

Xcosf -4- Ysini^ = o,

et l'équation

Go;= H- 4Sw -+- 4V = k- — [Imr-Ay-.

Au moyen de ces n + t. équations, nous pourrons déterminer les
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n -h 2 qiiaiiliîés p,, (So, • -, |5„, a>, v en fonction de

ri r ' ' ~ - z - z z z I:1 \1 '2) •••, '/•) -Il Tï- -1 -m -Il •"21 •••1 -rlj ^1' •^2' •' " '

5Mr /fj démonstration gc'oinélriqite (te ii équations.

7. Représentons-nous, pendant i'inslant f//, le déplacement angu-

laire, par rapport à la position de la droite L au commencement de

cet instant, de la projection m' du point m sur le plan P de l'équa-

teur. Ce déplacement est égal à kdl et il peut se décomposer en (\e\\\

déplacements : i° le dé|)lacemeiit de m' par rapport à la droite S; 2° ie

dé[)lacement do S [)ar rapport à L.

Puisque ç est l'angle de /• avec S, le premier de ces deux déplace-

u>enis a pour valeur cÈ; le second est la projection, sur le plan P,

de l'angle dn décrit, pendant l'instant dt., par la droite S sur le plan

invariable. Donc, en désignant par U l'angle de l'équateur et du plan

invariable, on a

kdl — de -Jr f/^cosU.

Projetons l'axe k du ]>lan invariable sur la normale Oz au plan P,

nous aurons

AcosL = liH[xi' — yiij =^ lini-\,

et nous en concluons

Adt — i/'î -h \'-^ lini-\.
A de

En ap|)liquant cette équation à chacun des points matériels m,,

;;.'..,, . ., m„, nous obtenons les n équations

f/ï, I dv .. ., .

tii, I da ^. , ,A,= — -hj-lmr-A,
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Nouvelle expression de T.

8. Nous avons trouvé les équations, au nombre de « + 3,

Xcosi' 4- Ysinf = o,

Gw= + ZiSw + 4V = A-^ - {lmr''k)\

m'Sot fz' + r'sin-S) -+- 2wZOT/-sin(3 —
d^ ^ ^ dt

dt A'— {Imr'AY

nous venons d'obtenir les n équations

. dit I rf(7 _ „ ,

A, = -;- + j-lmr'k,
dt k dt

d^2 I d(T

lit J dt
Aj — — -f- -7 — Z772r A,

Nous avons aussi les deux équations qui expriment que la droite Oz
est un axe principal d'inertie

2/«zrcos§ = o, Imzrsin^ = o;

différenlions-les et nous aurons

Im -j^rcos^+ Imz -^cos2— lmzS,'rs\uB = o,
dt ^

dt ^ -5 -5 »

Im — r sinÇ + Imz ^sin^ + 2/«zÇ'rcos? = o.

Nous obtenons de la sorte 2/2 + 7 équations, au moyen desquelles

on peut tirer les 2/1 + 7 quantités

en fonction de

P)i P2, •••, i3«, w, V, k,

Af, Aj, ..., A„, z,, Sj, z,, Zj

/',, Tj, ..., r„, 2,, ^2, ..., ^„, z,, Z4, ..., r.„,

/,, Tg, ..., r„
, ç,, Çjî •••? Çn » ^3, r^, ..., z„ , a.
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En siibslituaiit ces qiianlitcs, dans l'expression (c) de 2T du 11° 2,

nous aurons 2T expruné en fonction des quantités (/). De plus,

aTsera Iiouingéne et du second degré par rapport aux dérivées des

variables par rapport à t. C'est ce que l'on reconnaît aisément en

reui;irquant que l'expression (t) de 2T est homogène par rapport

aux quantités r- , Aj, z, et à u et que les 211 + 7 équations employées

ci-dessus sont homogènes |)ar rappoil à

/•',, r\_, ..., r'„. A,, A,. ..., A„. z', , z\, ..., z„,

?',, ='2, •• , ?'„, ^^ «» '^'

9. Désignons par «y, une quelconque des variables de la première

ligne (i), en supposant l'indice J susceptible des valeurs 1, 2, 3, ...,

in — 2; faisons

,rr (i r

en appliquant les équations canoniques du n" a, nous aurons un

système de ijn — 2 équations diffrrentielles canoniques qu'on obtien-

dra en faisant s = i^ 2, ..., in — 2 dans les deux formules

^f' lit
~ i^,' T/T

"" ~ ^,'

et ajoutant ces deux autres équations

rfT _ d\\ du _ f/B _
TU ~"d^' m ^ ~

717 ~ "

Comme zs est une constante et que II ne renferme pas 7, en fai-

sant zs constant dans les équations (/; , nous aurons un système

d'équations différentielles de l'ordre 6n — 4 et, après l'intégration de

ces équations, a serait obtenu par une quadrature. Mais, comme
léqualion des forces vives

II = const.

fst une intégrale de ces é(pialions et qu'on en peut fiiniiner immé-

diatement le temps qui n'entre que par l'élémeul <//, le système peut

être considéré comme de l'ordre 6n — 6.

/u'jrii. de Math. (3« série), loii:c lit. — .liwiEft •^''- •'



Égalité des deux constantes tz et k

10. Nous avons trouvé, d'une part, l'équation

rh cm

dans laquelle zs est constant; et, d'antre part,

a'imlz' + /'sin'p) ~{- 7.u>lnirs\np —
f

•. <^ '!'^
I.

^^> dt~ k-— (2w/-'A)^
' ''

Les deux équations (i) et (2) doivent revenir à la même; la pre-

mière ne renferme qu'une constante arbitraire, qui est rs\ la se-

conde i.c contient que la constante arbitraire A; donc rs est fonc-

tion de ^" seulement : il reste à prouver que cette fonction se réduit

a k.

L'équation (i) est bomogéne par ra])port à c', ^^, p^, .., p3n-2

et t^r; le second membre de l'équation (2) peut s'exprimer aussi en

fonction de p,, p^-, , Pt,i-2 ^t de k, et il deviendra une fonction bomo-

géne du premier degré de ces quantités. On a donc

ra = ek,

e étant une ..onslante indéiiendanle de k; car, si l'on avait

/{k) n'étant pas homogène et du premier degré en k, il suffirait de

remplacera par f{k), dans l'équation (i), pour obtenir une équation

cjni ne serait plus homogène par rapport à la dérivée g', les quan-

tités p, et la quantité k, et cette équation est impossible.

e doit donc être un nombre pur, et [>ar conséquent il restera le

même si l'on réduit le nombre des points matériels à deux et qu'on les

suppose situés dans le plan P de l'équateur; mais, d'après la solution

que j'ai donnée du problème des trois corps, on a alors ts = A', et par

conséquent e = I (vo/r ce Journal, p. 357, i^?^)-
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Marche de la snlutinn.

11. En iiitéorant le sysli-me des équalions canoniques de l'ordre

3« — 6 formé par les équations (y) du n° 9, on délerminera, en fonc-

tion de <, les variables

/', , l\. ..., /„, Çi, =2? •••> ?/!• -a< •••) ^n'->

en se servant des deux équations

2//2Z/'cos2 = o, 2i/7/rrsin= — o,

on aura ensuite r, et r,. On obtiendra ainsi la position de ions les

points du système matériel par rapport à trois axes rectangulaires

mobiles menés par l'origine, savoir l'axe principal d'inertie normal

an plaiiP, la droite S d'inlerseclion du |ilan P avec le plan invariable

et la normale à S située dans le plan P.

Il ne reste plus qu'à déterminer la position occupée dans l'espace

par l'angle trièdre de ces coordonnées. Or la droite S est située dans

le plan invariable, et l'angle or qu'elle fait avec une droite fixe située

dans ce plan est donné par l'une on l'antre des formides (i) et (2)

du numéro précédent, au moyen dune quadr.ilure. Ensuite on

pourra calculer l'angle U du |)lan P avec le plan invariable au moyen

de la formule

AcosU — Inii" \
;

car, au 11° 8, nous avons obtenu les quantités A en fonction des

variables que nous supposons calcu'écs, et de leurs dérivées par

rapport à t. I^a position du système est alors entièrement dé-

terminée.

Extension de la théorie précédente à un système matériel

assujetti h des liaisons.

12. Supposons un système de n points matériels assujettis à des

liaisons et pour lequel, comme précédemim nt, le principe des forces

vives et les trois équations des aires soient applicables.

• 3..
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Pour que ces qua!re équations aient lieu, il f.iut que rex|iressioii

de la fonction de forces, formée par rapport à un système de coor-

données rectangulaires, ne change pas quand l'on fait tourner autour

de l'origine O l'angle Irièdre des coortlonnées, et que, de plus,

les équations conditionnelles, qui expriment les liaisons par rap-

port aux mêmes axes, subsistent après le même mouvement de ces

axes.

Toutes les variables que nous avons adoptées, dans la théorie qui

précède, peuvent encore être admises pour le système matériel que

nous considérons maintenant. D'après ce que nous venons de dire,

la fonction de forces et les équations conditionnelles qui expriment

les liaisons restent les mêmes par rapport à un système quelconque

de coordonnées rectangulaires dont l'origine est en O. Donc la fonc-

tion de forces et les équations de liaisons pourront s'exprimer immé-

diatement au moyen des coordonnées des points matériels, relatives

à l'angle trièdre rectangulaire mobile formé par la normale au plan P,

la droite S et une normale à ces deux droites, c'est-à-dire an moyen

des 3n variables r, 2, z. i^es j équations conditionnelles e! celles

qu'on en déduit par la ciifférentiation pai* rapjiort à t peiinetteni d'éli-

miner, de l'expression de aT donnée au n° 8, / variables et leurs

dérivées. Donc le nombre des équations de condition abaissera de

deux fois autant d'unités l'ordre du système canonique des équations

différentielles du mouvement, et par conséquent l'ordre de ce système

est égal à 6n — ') —
2J.



DES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES ET TERNAIRES.

Des formes (jiiadratùiiies hinaircs et ternaires \*
\\

Par m. Éoouard SELLIA'G,

à AVûrzbourj;.

(Revu et augmenté pnr l'anleur.)

Le l)iit filial des préseiilps roclioi-clics est la solution du proMtMiie

posé, III, article 278 des Disquisitiones arithmcticœ de Gaiiss : Déier-

inincr si desJormes (jnadratiijues ternaires sont éfjiiii'alenies les unes

aux antres et établir toutes les substitutions, au moyen desquelles

dans ee cas elles se changent les unes en les autres. En ce qui concerne

les formes définies, la première partie de ce proldème a d'abord reçn

sa solntion de Seeber {Recherches sur les propriétés desJormes quadra-

tiques ternaires positives, Fribourg, i83i). Après que Gmiiss [Comptes

rendus de l'Académie de Côttingue, i83i, article réimprimé d.ms le

Journal de Crelle, t. 20, et OEuvres, t. H) eut tr.iité des rapports géo-

métriques, une sohuioii plus simple fut donnée par Dirichlet [Journal

de Crelle, t. 40), et par M. Herinite(/7</V/.); quanta la deuxième partie,

elle a été résolue par Eisenstein {Journal de Crelle, \. 41). Nousavons,

pour les formes quadratiques ternaires indéfinies, les reclierches de

M. Hermitc [Journal de Crelle., \. 47), recherches qui toutefois,

comme on le verra aux détails, sont susceptibles tle quebpies complé-

ments et fléveloppeinents.

Te donne un nouvel exposé relativonienf aux formes ternaiics dé-

[*] Nous avons voulu, par la publication de ce travail, lire du Journal de M. Bor-

chanlt (t. 77), donner un témoignage de l'iniporiance que nous nitarlions aux

études arilhniéti([ues, en suivant ainsi l'exemple <|ui nous a été tracé par .M. Liouville.

dont de nombreux et importants travaux ont pour objet la théorie des formes (piadra-

tiques. Nous saisissons aussi l'occasion de recommander au lecteur de rap])ioclier <les

reclierches de IM. Selling le Mémoire de Bravais, publié dans \e Jnurnnl ilc l'hmlc

Polytechnique, XXX"" Cahier, sous ce litre : Sur les systèmes formés par ries points dis-

trihués régutièrrment sur un plan nu dans l 'espace. (H. R. )
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finies comme introiluction à rétiuledes (ormes terDaires indéfinies, et

relativement aux formes binaires comme introduction et type pour la

manière de traiter les formes ternaires en général.

I. — For:\ies binaires définies.

Nouvelles connUions de lérluctioii. — Coefficients homogènes.

— Rapports géométriques.

Dès que, dans une forme quadratique na - + ak.rj- + \)y-, que je

désigne aussi par (n, k, b) [x, y) ou par [a, K, b) et dans laquelle n, k, b,

.r etj doivent représenter^des grandeurs réelles quelconques, l'invariant

nb — k^, que je remplace par /, est positif aussi bien qu'un fies coeffi-

cients extrêmes, par exemple a, cette forme ne peut représenter que des

valeurs positives; aussi prend-elle alors le nom deJorme positive. Dans

les substitutions x= «a?'+/3y,j= 7Jc-'+57'-', au moyen desquelles une

forme (a, k, b) (.r, j) se change en [a', k', b') (x', j>'), substitutions que

je désigne par y o ,' '^^ nombres «, p, 7, seront réels et entiers;

de plus, tant qu'une autre valeur n'aura pas été slatuée formelle-

ment, le déterminant de la substitution " U sera égal à i . Le pro-
I 7 "

I

blême de délimiter une forme, prise dans les formes d'une classe, ou,

ce qui est la même chose, dans toutes les formes équivalentes propre-

ment dites, c'est-à-dire résultant l'une de l'autre au moyen des substi-

tutions indiquées, a déjà reçu une solution satisfaisante de Lagrange

(Mémoires de V/icadémie de Berlin. 1773) et la même de Gauss [Dis-

quisitiones arithmeticœ) qui a introduit pour cette forme le nom de

forme réduite. Les conditions établies par eux — o^ak^aSb pour

une pareille forme réduite (a, k, b) font que tt et b sont les deux plus

petits nombres que les formes peuvent représenter proprement, c'est-

à-dire au moyen de nombres entiers premiers entre eux x et j. Il en

résulte immédiatement que, parmi les formes d'une classe, il y a tou-

jours une pareille forme réduite, uneseule, quand l'inégalité existe dans

les trois conditions, tandis qu'il y a deux de ces (ormes différant, en

général, entre elles numériquement, qui résultent l'une de l'autre par

l'iuie des deux substitutions ~ et U ou par les deux à la
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fois, quand l'égalité existe clans une ou dans deux des trois conditions.

Toutefois le problème indiqué n'est pas de nature à ne recevoir

qu'une seule solution; je préférerai donc, pour mon objet particulier,

d'autres conditions de réduction, savoir que k n'est pas positij, ni — k

plus grand que a ou b. Il est vrai que ces conditio'.is sont ré;ilisces dans

chaque classe non-seulement par («ne forme, mais toujours pnr trois.

Soit (a, k, b) l'une d'elles et posons a -+- I) + k = o, b -f- k -f- g = o,

r 4- j)
-!-

1) = o, d'où n = b + 2jj+c, b = c-)-2l)-T-a, c = a4-2k-i-b;

elles seront (n, k, b , (b, g, r) et (c, 1), o), et ces (rois formes, à l'aide de

la substitution U résultent cvcliquemeut 1 une de l'autre. Mais
I

— • I
I

^1
l'inconvénient qui parait exister ici disparaît si l'on exprime symétri-

quement les formes par a, b, c ou par g, I), k; savoir, si l'on pose

j — z^u, z— X = f, ce —f — ii', d'où il s'ensuit que u-\-v-\-\\'= o,

et si l'on admet préalablement z = o, on aura

ax^ H- 1\^xy -\- by- = — onv — bir« — cuv^:^ -~ qu- — l)i'- — kii'-.

Comme toutefois les deux dernières expressions ne cliangont pas quand

X, j et z sont augmentés ou diminués de la même quantité, et comme

la substitution produit simjjlement une permutation cyclique

entre les nombres a, b, c, et entre les nombres g, 1), k, il n'existe pas de

différence essentielle entre les trois formes (a, k, b), : b, g, r), (c, \), n),

qui réalisent en même lemps mes conditions de réduction. Ces der-

nières consistent simplement en ce que des trois nombres g, I), k aucun

n est positif, ou, ce qui revient au même, que des trois nonibres posi-

tifs 0, b, c, la somme de deux ne devient pas moindre que le troisième.

Si l'on atteint à une limite de ces conditions et cpie l'on ait par exemple

k = o, les formes pareillement réduites (b, k, o), (n, I), c), (c, g, b;,

qui dans le cas général ne sont équivalentes aux formes (o, k, bj,

i^j Oi f)) (f> ')) ") qu'improprement, c'est-à-dire par une substitution

ayant le déterminant — i, et qui en résultent par des permutations non

cycliques entre o, b, c et entre g, I), k, leur deviennent alors proprement

équivalentes. Outre les formes réduites indiquées, il ne peut y en avoir

d'autios pareilles dans la même classe : c'est ce qui résulte de ce que, si

(0, k, b) est une forme réduite, a, b, c sont les plus petites quantités



24 EDOUARD SELLING.

qu'on puisse représenter proprement parles formes de la classe, c'est-

à-dire par des nombres u, v, w, premiers entre eux. La plus grande

d'entre elles peut être exprimée encore d'une autre manière dans un cas

exceptionnel, savoir, lorsque l'on a atteint une limite des conditions de

réduction. Car, si parmi les trois quantités u, v, vi\ dont la somme est

t)ulle, l'une est égale à zéro, les deu*: autres ne peuvent être que i et — i

,

s;mis quoi elles auraient lui diviseur commun; mais, si aucune n'est

égale à zéro, alors — ^ir — 1)1»- — ktv", où g, I), k sont négatifs, devient

plus grand que dans les cas indiqués. Et pour le cas limite, quand une

des quantités
fl,

I), k est égale à zéro, quand par exemple k= o, la

quantité c est, en outre, donnée par le système des valeurs i, i, — a,

ou — I, — I, 2, de u, V, w. De l'autre côté, il est facile de voir que,

dans toutes les classes, il y a des formes réduites; on voit aussi com-

ment on peut les trouver. Il est en effet impossible que plus d'une des

quantités jj, Ij, ksoit positive ou ntdie, la somme de deux quelconques

étant toujours négative, et, jjourvu que k soit <<o, ce qu'en cas de

besoin on neut obtenir par remploi delà substitution U de toute
' ' '

1
1 o|

forme non réduite (n, k, b), on obtient finalement une réduite, si on lui

ap]jlique, à elle comme à toutes les formes suivantes, la substitution

1
I o

I I
I I I .

, r T- r,'ou ) suivant que a ou li v est posilit. Lu eiiet, au moyen|ll| |oi TO ' J t ' J

de ces substitutions, g, Ij, k se changent respectivement eu k-f-ag,

\) -f- 2g, — g et en g -f- al), k -t- 2I), — \), et tant qu'une des quantités

nouvellement obtenues deviendra positive aussi, elle sera néanmoins,

k-l-g, g + 1) et i) -t- k étant négatives, plus petite que la positive de

la forme précédente, de sorte que finalement toutes les trois devien-

dront nécessairement négatives ou nulles. On peut en outre aisément

prévoir combien de fois il faudra répéter la même d'entre les sub-

stitutions indiquées, jusqu'à ce que le nouveau coefficient, remplaçant

celui qui était supposé positif, devienne nul ou négatif; en d'autres

termes, quelles sont les différentes valeurs positives de y et de [j dans

les substitutions et ^\ qu'il faudra employer allernative-
1
7 I

I I

o I
I

1 r J

ment. Ce sont, en effet, les plus petits nombres qui rendent respec-

tivement nuls ou négatifs g — 7b, I) — |3a. Les valeurs correspondantes
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de k sont d'ailleurs respeclivemenl k -l- 7b, kH-jSa. On pourra en-

suite délermincr chaque fois le Iroisième coefficient non-seulement

d'une manière directe, mais encore d'après les deux autres, à l'aide

de l'équation l)k -f- kg -f- gl) = /. A propos de cette équation et des

deux suivantes :

ng -(^ bi) 4- ck = — 2 /

et

n'' -f-b--f-c-— 2(bf-f-cn4-nb) = (a-f-b — (]-— 4nb = — 4/

remarquons encore qu'elles fournissent des conditions de limite pour

les coefficients des formes réduites qui prouvent, s'ils sont entiers,

que, l'invariant étant donné, le nombre des classes est fini.

Les formes binaires positives ne se changent en général en elles-

mêmes que par la substitution _ , mais il y a des exceptions,

résultant de l'égalité entre deux des coefficients a, b,r ou g, I), k; car

alors les formes deviennent improprement équivalentes à elles-mêmes.

Par exemple, a étant égal à b, la forme (a, k, b) se change en elle-

même au moyen de la substitution • En cas de réunion de oa-
I

I O
I

r

reilles relations, qui ne peut avoir lieu que pour des formes réduites,

c'est-à-dire quand a = b = f, les formes réduites sont par consé-

quent encore une fois proprement équivalentes à elles-mêmes, savoir,

au moyen de la substitution U qui, trois fois employée, donne

la substitution • Si un des coefficients a. li, k devient égal
I

o— I
1

.' " r

à zéro, ce qui ne peut non plus arriver que pour des formes réduites,

les formes sont improprement équivalentes à elles- mêmes, par exemple.

k étant égal à zéro, la forme (0, k, b) au moyen de la substitu-

tion • Si ce cas se joint avec n= !i ou a= li, la réunion des substi-
I

o— I
I

•' *> ' ^

tutions qui leur correspondent donne la substitution I

*'~'
L au moyen

de laquelle (0, k, b) devient proprement équivalente à elle-même.

La réduction des formes indéfinies, que je ramène à celle des formes

positives, peut être exposée, ce qui à vrai dire n'acquiert une im-

portance décisive qu'à propos des formes ternaires, d'une manière

Joiirn. de Mutli. (3« série), tome 111. — Janvier 1877. 4
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très-claire par l'emploi des considérations géométriques, telles qu(

.

pour les formes positives, elles ont été publiées pour la première

fois par Gauss dans le Recueil cité plus haut. J'ai d'abord à faire res-

sortir la signification géométrique de mes conditions de réduction des

formes binaires positives. Aux diverses valeurs entières x et/ dans la

forme {a, k, b)(.r, y) répondent divers points d'intersection de deux

systèmes illimités de lignes droites parallèles équidistantes placées dans

un plan sur lesquelles les longueurs \'iX, \b sont les distances de deux

points consécutifs, tandis que le cosinus de l'angle compris entre les direc-

tions dans le sens positif de ces droites est égal à -=—^: donc l'aire des
Vil ^ Il

parallélogrammes formés par leurs intersections est égale à y//. Relative-

ment à une forme (a, W, b') provenant de [a, k, b) au moyen d'une substi-

tution r^ ^ !' le système des points subsiste, inais les côtés des paral-
\
y à

\

* *

lélogrammes se modifient. En effet, la droite \'a' est située de telle sorte

que, d'une de ses extrémités à l'autre, on arrive en parcourant x fois

la ligne \n et y fois la ligne \b; il en est de même de yb', quand on

change a, y en jS, ^. Comme il en est de même de \/c' quand on

change «, y en — a ~ /3, — y — o, on reconnaît la signification de W
analogue à celle de k. Comme la forme (b, g, c) doit provenir de la

forme (a, k, b), par la substitution _ U on revient au point de

départ, quand on parcourt successivement chacune des distances

v/a, \/b, \fc , soit dans la direction positive, soit dans la direction néga-

tive. Telle est donc la signification géométrique de mes conditions de

réduction jj^o; l) = o; k^o, que les angles extérieursdu triangle formé

par les trois lignes \a, \b, \c sont obtus, et que par conséquent ce

triangle est acutangle, suivant l'expression usitée. Il suit de ce qui

vient d'être dit qu'il n'existe qu'un système de trois pareilles lignes

d'une grandeur parfaitement déterminée si, comme l'exige l'équi-

valence, ces trois lignes ne franchissent pas des points du système et

n'en enferment pas dans l'intérieur du triangle. Le système des points

coïncide avec lui-même non-seulement après tous les déplacements

parallèles par lesquels deux points quelconques coïncident, mais aussi

api es des rotations dans le plan autour d'un point du système en autant
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(le positions qu'il y a de substitutions différenles, au moyen desquelles

les formes sont proprement équivalentes à elles-mêmes. Ainsi géné-

ralement deux positions, quand je coiii])tc la position primitive et la

— I

substitution N dans le cas où l'on sunnose n ^=b= r six posi-
I

O — I
I

' '

tiens, et dans les suivants, a = b, k=o ou b = c, g = o ou enfin

( = a, I) = o quatre positions. Quand les formes sont improprement

équivalentes à elles-mêmes, les coïncidences ont lieu pareillement

après des mouvements de rotation du système autour de droites tra-

cées sur son plan. On peut se figurer le passage d'un point du sys-

tème à un autre par un parcours x fois répété de ya, j" fois de \b

et z fois de \c; dans ce cas, si l'on modifie .r, j- et z en y ajoutant un

seul et même nombre, cela n'exerce aucune influence sur la position

du point final. Si l'on fait x, y ou z constamment égaux à zéro, cela

correspond à la représentation ordinaire par les formes (b, g, c .

(r, 1), n) on fa, k, b). Si l'on attribue aux lignes ^'^^ ^"^j ,^7' outre la

direction positive ou négative, un côté positif ou négatif et si l'on

considère chaque fois conune positif le côté sur lequel est placé le

triangle précité, quanti les trois côtés sont parcourus dans l'ordre in-

diqué, suivant la direction positive, la différence/ — z, désignée par î/,

indiquera dans lacpielle des lignes parallèles à \a se trouvera le point

final en question, en commençant par la ligne qui passe |)ar le point

de départ et en marchant dans le sens positif; les différences z — jc,

X — j^ représentées par v, tv, doinieront des indications analogues

II. — Formes liiNAiRiiS indéfinies.

a. — Les conditinns de réduction ramenées à celles des formes positives.

Les résultats précédentsse retrouvent en appliquant à l'un des facteurs

complexes conjugués p-v+ g}\ (o'x-t-a'jde la forme n.r'4- 2 k.^r-i-b» ,

la méthode de construction des quantités imaginaires données par

Gauss lui-même en i83i, et antérieurement par Argand dès iSof).

A l'égard de ces quantités p = 2 + H, /, 7 ^ y; + y;, ?, on aura

(1) £--f-£ï = n, ço -t-?.';, = k, r,- -\- r,'] ~ b :

4..
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et si l'on considère maintenant, au lieu de la forme positive (n, k, b),

une forme indé6nie [a, k, b), k la place de 2,, a, se présentent des

quantités parement imaginaires, que je désignerai par S,/, y],/. Les

équations (i) sont aloi's remplacées par celles-ci :

(2) ^^ — £ ; = rt, 2-/3 — H, vîp = /", o' — -ni^b.

De même donc que clans les équations (i), quand on donne rt, k, b,

une des quatre inconnues, qui toutes doivent rester réelles, reste arbi-

traire dans certaines limites, et que quand par exemple le point initial

de la ligne yb est pris comme origine des axes coordonnés rectangu-

laires, son point final peut avoir une place arbitraire surle cercle tracé au-

toiu'de cette origine avec le rayon y'b, demêmeenesl-d des équations (2);

ainsi, par exemple, le point déterminé par les coordonnées rectangu-

laires ïj, y;, peut avoir une place arbitraire sur l'hyperbole équilatère dé-

terminée par l'équation •/}- — ni^^b. Je ramène maintenant la théorie des

formes indéfinies à celle des formes positives en me figurant le système

des variables réelles^, vj, q^,n^ satisfaisant aux équations (2), introduit

dans les équations (1) et en considérant la forme positive ainsi produite

(a, k, b), que je nomme la Jorme positii'e correspondant à Informe
[a, k, b). Les conditions nécessaires et suffisantes, que leurs coefficients

variables ont à remplir, sont obtenues immédiatement sous la forme

la plus utile si, outre la circonstance que a ne peut pas devenir néga-

tif, on remarque que les invariants des formes (a + a, k -1- A, b -f- b) et

(n — rt, k — A-, b — b) sont égaux à zéro. Eu effet, par l'addition et la

soustraction des équations ainsi données, on obtient

(3) nb - k= = A- - ab

et

(4) en — 2 Ak -r- rtb = o,

c'est-à-dire que les deuxformes ont des invariants égaux opposés et leur

nvariant simultané est égal à zéro. Il s'ensuit que, lorsqu'on applique

la même substitution ''
', à une forme indéfinie et à la forme positive
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qui lui correspond^ la nouvelle forme positive correspond, à son tour, à

la nouvelle forme indéfinie. An lieu de S, vj, ç,, y;,, on obtient dans les

nouvelles formes a: + '/r;, (^;4- ov;, aH, + '/yj,, j'5ç, + or,,. Maintenant.

snus la réserve d'une restriction ultérieure, fondée sur une différenct-

entre les trois formes [a, k, b), {ù, g, c) et (c, h, a), je nomme la forme

indéfinie [a, k, b) réduite, quand la forme positii'C correspondante

(a, k, b) est réduite pour un sjstènie quelconque admissible de ses

coejficients variables , d'après la définition donnée plus haut. On recon-

naît dès lors que, pour chaque forme indéfinie [a, A", 6), on peut trouver

une équivalente réduite, en supposant un syslèine quelconque admis-

sible de coefficients |)oiu- la forme positive correspondante 0, k, b , si

l'on détermine une substitution qui change cette forme positive en une

réduite et en appliquant cette substitution pareillement à [a, k, b).

Maintenant il s'agit de transformer les conditions de la réduction, de

telle sorte que l'on soit dispensé de se reporter à la forme positive

correspondante.

Désignant A;- — ab par /, je définis les trois quantités h, g, c par les

équations

rt+A+ A = o, b -^ k -\- g=^ o, c-i-^-f-/j = o,

au moyen desquelles, soit dit en passant, l'équation (4) peut aussi être

remplacée par celles-ci :

gi\ 4- h\) -~ kc = 0, ou ng -î- ^1) -f- ck = o.

Je ne conserve que pour la représentation géométrique les quantités S, /;,

II, ï), éliminées dans les équations (3) et (4), et je retnarque qu'on

obtiendra tous les systèmes admissibles de valeurs u k, b, en faisant

parcourir au point yj, rj, une seule de ses deux branches hyperbo-

liques. Ajoutons encore que des deux points?, S, y appartenants, dont

chacun décrit complètement une branche hyperbolique, on peut ne

faire attention qu'à un seul, ou, ce qui revient au même, n'admettre

qu'un des deux signes dans l'équation cr,, — £,/; = ±: y'/ résultant de

l'équation (3); car le changement des signes de \/I n'aurait d'autre

effet que de conduire simplement d'un système de valeurs de H, •/;;|,, r,,
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que je viens d'admettre, à un autre pareillement déjà admis. Je veux

poin- le moment excepter le cas où /sera un nombre carré. Comme
coeflîcieuts des formes indéfinies, je n'admets que des nombres entiers;

alors un coefficient extrême tel que /) ne peut pas devenir égal à zéro.

Maintenant \b apparaît géométriquement d'une manière imn édiate

comme la ligne droite conduisant du point zéro au point v;, v:,, \a

comme la ligue droite conduisant du point zéro au point H, 5,, ou

mieux, du point — ç, —S, au point zéro, k est ^ o- y b multiplié par le

cosinus de la différence des directions de ces deux lignes. En ajou-

tant les points d'intersection de deux rangées indéfinies de lignes pa-

rallèles équidistantes, on obtient le même système de points que ci-

dessus; mais ce système de points est maintenant mobile, en ce sens

que chaque point parcourt simultanément, de manière continue et

dans une seule et même direction, une branche d'une hyperbole équi-

latère qui lui est propre, tandis que les parallélogrammes et autres

figures rectilignes, que les points déterminent, conservent une aire

constante. Dans toutes les positions, on peut d'une manière unique

considérer les points comme les sonimels de triangles, tous acutangles

et congruents, ce qui détermine chaque fois une forme positive ré-

duite, et la forme indéfinie correspondante, abstraction faite de la per-

mutation cyclique encore possible entre a, b, c et entre a, b, c. Il faut

maintenant énoncer les conditions sous lesquelles (a, k, b) peut de-

venir une réduite, et qui rendront possible une position du système

de points, dans laquelle auciuîe des trois quantités g, I), k n'est posi-

tive. Simultanément avec l'une des trois quantités g, I), k, les deux au-

tres aussi deviennent infinies; en m.ème temps g, I) et k ne peuvent pas

être tousà la fois négatifs. C'est ce qui résulte immédiatement de l'étude

du triangle en question, dont l'aire est ±| y/, attendu que o, b, c ne

peuvent devenir plus petits que les valeurs absolues de a, b, c, respec-

tivement, par conséquent pas plus petits que i . S'il y a donc une posi-

tion dans laquelle aucune de ces trois variables continues n'est posi-

tive, il faut qu'il y ait au moins deux positions, où l'une d'entre elles

soit égale à zéro, ce qui entraîne que les deux autres sont négatives.

Si, par exemple, k devientégal à zéro, l'équation (4) donnera comme

condition nécessaire que a et b aient des signes différents, et démontre,
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jointe avec l'équation (3), aussi que cette condition est suffisante. On

obtient i/—^/ et l/—— /pour les valeurs correspondantes de a et b.

D'après les mêmes équations, la variation continue de k suit, en vertu

de cette condition, toujours la même direction, puisque dans un
•• iiii' |ibl, ., ,,

maxniîum ou un nununum de k le determuiant , devrait être ega
\
a o] o

à zéro. Eu avançant donc dans une direction déterminée, k devient el

reste négatif, et, comme en outre
jj et I), partant des valeurs — bel

— 0, ne deviennent pas positifs avant un cliangement fini, mais ne peu-

vent non plus rester l'un et l'autre négatifs à l'infini, il y aura pour les

variables un intervalle qui ne sera ni infiniment petit ni infiniment

grand, dans lequel g, I) el ksont négatifs, el dans lequel par conséquent

[a, k, b) est réduite. En vertu de la condition posée, une seule des

quantités jj
et 1) pai,se par zéro : c'est ce qui ressort aussi de ce que,

quand a et b ont des signes différents, ou b et c en ont aussi des dif-

férents, tandis que a et cont le même, ou bien «et c en ont des diffé-

rents, et b et c ont le même. Sous la condition qiiert et b ont des signes

différents, on devrait donc, suivant la définition établie plus haut,

donner à la forme (a, k, b) la dénomination âe Jormc réduite, ainsi

qu'aux formes f ^, g, c) et (c, h, a), parce que les trois formes positives

correspondantes sont réduites. Maintenant je limite cette délinilinn en

ce sens que je ne donnerai plus la dénomination de formes réduites

(ju'à celles desformes indéfinies dans lesJormes positives correspon-

dantes desquelles le coefficient du milieu peut devenir égal à zéro, ce

qui n'est possible que pour deux des trois formes indiquées. Le crité-

rium d'une forme indéfinie réduite ainsi déterminée consiste donc sim-

plement en ce que les deux coejficients extrêmes ont des signes opposés.

I/équation k'- — ab =/ montre alors que, étant donné un invariani,

il ne peut y avoir qu'un nombre limité de formes indéfinies réduites,

à coefficients entiers. Pour n'avoir à indiquer qu'une seule des

deux formes {a, k, b) et {b, —k,u) réduites et proprement équiva-

lentes, j'ajoute une nouvelle restriction à la dcfinition des formes ré-

duites, c'est que le premier coejficicnt doit être positif; il s'ensuit que
des troisJormes {a, h, b), [b, g, c), (c, h, a), il n') en a jamais qu'une

seule qui puisse être réduite.
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/). — Périodes. Réduites spéciales.

La question de savoir quelles formes indéfinies sont équivalentes

entre elles se résout en quelque sorte d'elle-même, d'après ce qu'on

vient de voir. Si, en effet, la forme indéfinie réduite {a, k, b) se change,

par une substitution quelconque, en la forme réduite {n', A', //) et de

même la forme positive (a, k, b), moyennant la même substitution,

en la forme f n', K', b'), les équations (3) et (4) sont réalisées par a',

k', b'; n', k', b', aussi bien que par a, k, b; n, k, b, et elles sont les

seules conditions à remplir par les quantités variables. De même donc

que, parmi les positions admissibles du système des points, il devait

s'en produire dans lesquelles (a, k, b) était réduit, de même il doit

aussi s'en produire, parmi ces positions, d'autres dans lesquelles

(n', k', b') est réduit. Il suffit par suite de faire prendre successivement

au svstème des points toutes les positions admissibles, de déterminer,

dans chaque position, la forme positive réduite et la substitution au

moyen de laquelle elle résulte de (o, k, b) et d'effectuer cette substi-

tution dans (rt, k, b). On obtient, en opérant ainsi, foutes les substitu-

tions au déterminant i , par lesquelles [a, k, b) se change en elle-même,

car ce sont précisément les substitutions par lesquelles la forme ré-

duite [a. A-, b) se change en des formes réduites (a', k', b') dont les

coefficients concordent numériquement avec ceux de {a, A, /;). Pour

trouver les réduites équivalentes à {a,k,b), admettons, par exemple,

que a soit positif, b et c négatifs, alors (rt, A-, b) est réduite pour certaines

positions du système des points ou, si je dois m'exprimer ainsi, pour un

certain inteivalle qui commence par k = o et se termine par l) = o. Si

cette limite est franchie, si par conséquent 1) devient > o, ou, ce qui

revient au même, — k>- a, on pourra, à l'aide de la substitution \,
' '^ ' r '

I

o I
I

déduire de (a, k, b) une nouvelle forme réduite. Par la même
substitution, on déduit de [a, k, b) la forme {a,~h, c) ou

(fl, a -{- k, a-h 2k + b), (|ui est donc île même une forme réduite, et

répond ainsi à un nouvel intervalle. Si, dans un deuxième et der-

nier cas à examiner, n el c étaient positifs, b négatif, {a, k, b)
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serait rédiiile pour rinter\alle de k = o jusqu'à g = o. Au diln de

cette limite, g deviendrait > o, ou, ce qui revient au même, — h>b,

et, à l'aide de la substitution I

'
', on déduirait de o,k,b' unenou-

velle forme réduite. A l'aide de la même substitution, on déduirait de

a, k, b la forme r, — g^, b ou («+ 2k -h b, k -^ b, b) qui serait donc

alors la forme réduite consécutive à (a, A, b). Comme les nouvelles

formes ont les mêmes propriétés que la forme (a, k, b), dans le pre-

mier ou dans le deuxième cas étudié, et que particulièrement aussi

aux valeurs initiales des intervalles, pour lesquel.i elles sont réduites,

le coefficient moyen des formes positives qui leur correspondent de-

vient égal à zéro, on reconnaît que, de chaque forme réduite ainsi ob-

tenue, on peut de nouveau en déduire une autre par l'emploi de telle

ou telle desdeux substitutions 1 et > suivant que le coefficient
|o 1 1 1 1 '

I

extérieur nouveau provenant de là est négatif ou positif; mais, comme
il n'existe qu'un nombre fini déformes réduites d'un invariant donné,

on reconnaît que, parmi les formes nouvellement obtenues, une doit

une fois coïncider avec une forme qu'on a déjà vue, et comme les coeffi-

cients d'une forme déterminent complètement la substitution qu'on doit

lui appliquer idtérieurement, et par là la forme suivante, on constate

que toute la .série desjormes réduites écjuivaleiites consiste eu un nombre

fini de tellesformes, se répétant périodiquement à Vinjmi. Cette période

se reproduit à l'infini non-seulement dans la direction que nous venons

de suivre, mais encore dans la direction contraire: c'est ce qui résulte

de ce que, dans cette dernière direction aussi, chaque forme réduite

suivante n'est déterminée que par la précédente. La loi de la série des

différentes formes réduites peut aussi s'exprimer, abstraction faite, pour

abréger, de la fixation arbitraire a >o, simplement comme il suit. Si

des trois coefficients a, b, c, satisfaisant à l'équation

a- -r-
b'

-T- c- - "ibc — ica — lah ^= [\I,

ae\ c ont le même signe, b le signe contraire, la forme réduite a, b, c

est située entre deux autres formes réduites, dans l'une desquelles a

et b sont les mêmes qu'auparavant, tandis que pour c on prend l'autre

valeur satisfaisant de même à cette équation; dans la seconde, b et c

Journ. de Math. (3" série), tome III. — Janvier 1877. »*
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sont les mêmes, el pour a on emploie l'autre valeur satisfaisant à cette

équation.

Méritent particulièrement d'être distinguées d'entre toutes les formes

réduites et d'être appelées réduites spéciales celles des formes réduites

qui, si l'on s'avance dans la direction étudiée en premier lieu, ne se

changent pas en la subséquente, à l'aide de celle des deux substi-

tutions
I

' et
1

par laquelle elles sont nées de la précédente.
I

O I
I I

I I
1

'
' '

Les autres réduites peuvent être nommées réduites intermédiaires

,

et je dis d'ime réduite intermédiaire : elle est située dans Vespace de a

ou dans l'espace de b, suivant que c'est le coefficient a ou le coeffi-

cient h qui paraît aussi dans la ï'éduite précédente et dans la réduite

subséquente, tandis que d'une réduite spéciale (a, k, b) je dis aussi

bien : elle est située dans l'espace de a que : elle est située dans l'es-

pace de b. La propriété caractéristique par laquelle [a, k, b), quand

c'est une réduite spéciale, se distingue de réduites inteimédiaires, con-

siste en ce que non-seulement a et b, mais encore a — 2 k -i- b et

a + ik -^ b ont des signes opposés^ ce qui peut encore s'exprimer ainsi :

la valeur absolue de k est non-seulement plus petite que y/, niais en-

core plus grande que celle de \[a -\- b). La seconde condition exprimée

par /, a et k seuls devient, quand on indique par des parenthèses ou des

crochets qu'il faut prendre de la quantité qui y est mise la valeur abso-

lue, 2a{k) ^ a'- -h k- — /> — 2a(k) ou [a — {k)] < y./ < « + (^)-

La condition [a — [k)] <Cv^/, comparée à la condition [k) < y'/, n'est

à considérer que lorsque l'on a « > y /et montre que, dans ce cas,

si k est négatif, à côté de a, k, é), est aussi la forme

[a, a H- k, a -i- ik + b)

résultant de [a, k, b) par la substitution \, mais, si A: est positif, la

forme [a, k ~ a, a — 2 k -i- b), résultant île [a, k, b) par la substitution

N est réduite, et même, comme 2a — (A) deviendrait ^ y/.
I

o I
I

^ ' ^ y )

réduite spéciale. La condition \//<<a-i-(A) n'acquiert de l'impor-

tance que quand a est < \// et indique immédiatement la loi, va-

lable aussi pour le cas précédent, d'après laquelle, si l'on donne
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une réduite quelconque dont le premier coefficient est a, on peut

trouver immédiatement les deux réduites spéciales situées dans l'es-

pace de a. Les coefficients moyens des réduites situées dans cet espace

forment en effet une série aritlimétique dont la raison est a, et doux

d'entre eux au moins sont situés entre -f- y /et — v'^* ^-'^^ coefficients

moyens des deux réduites spéciales sont maintenant toujours le pre-

mier et le dernier des termes de cette série situés entre -^
\ / et — \'/.

De ces deux coefficients, aucun ne peut devenir égal à zéro ; ils ont

toujours des signes opposés. Inutile de dire que les mêmes conclusions

sont valables pour les réduites situées dans l'espace d'un troisième

coefficient négatif. Si {a, k, h) est une réduite spéciale au coefficient

moyen négatif, ce que je viens de dire montre que la réduite spé-

ciale, qui la suit dans la direction précédemment adoptée, résulte

Il 3 1

de(fl, li., b) par une substitution ' U dans laquelle le nombre posi-

lif j3 est le nombre entier le plus grand qui soit contenu dans ——••

Si, au contraire, dans une réduite spéciale [a, k, b), le coefficient

moyen est positif, elle donne naissance à la réduite spéciale suivante

au moven d'une substitution 1 » dans laquelle le nombre positif 7
I 7 '

I

^ _
^ '

est le plus grand nombre entier contenu dans -^—-£-•

Si, en joignant la substitution à la suite des substitutions
' J o

I _i o
I

Il

o
1 I

I s
I

- / 1

et à celles-ci ' » je représentais mes réduites spéciales de
7 I

I I

o I
I

'' • '

telle sorte que leurs coefficients moyrns fussent toujours positifs,

ce que je m'abstiens de faire principalement à cause de rap]>licalion

aux formes ternaires, elles seraient une à une, et dans l'ordre de la

série, identiques avec les formes que Gnuss appelle simplement réduites

{Disquisitioncs arithtneticœ, art. i83). Les conditions

o</r<v/7 et [(«)_>tj <v/7<(a) + A-,

en lesquelles se transformeraient alors celles qui ont été indiqutes plus

baut, apparaissent immédiatement comme identiques à celles de Gaiiss.

L'exposé que Diricblet {Mémoires de l 'Jcadéinie de Berlin pour 1 854,

5..
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OU Leçons sur la théorie des nombres, publiées par Dedekind) a

donné, pour les conditions en question, savoir que, des deux racines w

de l'équation « -i- aAoj -i- in- = o, l'une soit positive, l'autre négative,

la valeur absolue de l'une < i, de l'autre > i, revient complètement

à mes conditions purement arithmétiques, savoir que a — 2k -h b e\

a -h 2k -\- b^ ainsi que a et è, ont des signes opposés. Je dois ajouter

ici que cet énoncé a été déjà publié par M. Lipschitz [Comptes rendus

mensuels de l'académie de Berlin, i8G5, p. 184).

c. — Les réduites principales de M. Hermite.

A la place de mes réduites spéciales, 'SI. Hermite arrive à d'autres

formes qu'il appelle réduites principales e\. qui, par conséquent, dif-

férent aussi des réduites de Gauss, précisément parce que M. Hermite

prend pour base la définition des formes positives réduites donnée

par Gauss. La forme positive o employée par M. Hermite (t. XLI du

Journal de Crelle, p. 204), concorde avec ma forme (0, k, b), en ce

qui concerne les rapports des coefficients, si l'on remplace son \ par

Toutes les formes réduites d'après ma définition appartiennent aussi

à ce que M. Hermite appelle réduites abstraction faite de la substitu-

tion 1 U que l'on devrait peut-être encore employer) parce que,

si dans (a, k, b) le coefficient moyen est égal à zéro, (n, k, b) ou

(b, — k, 0), d'après la définition de Gauss, est aussi une réduite. L'inverse

n'a point lieu. En effet, k passe toujours par zéro, quand pour (n, k, b

les deux limites de la réduction de Gauss sont les valeurs : k = — -
2

et k = -; mais, si elles sont k= — et a = b ou k = - et a = b, dans
2 2 2

lesquels cas a, A, b) est nommée par M. Hermite réduite principale

,

on ne peut pas l'affirmer, et cela n'a pas lieu quand a et b ont

les mêmes signes. Si alors a et h sont positifs, k négatif, la série des

réduites devient, d'après jM. Hermite,

(*' &' ^)
I n! (*' - ^' ")

I
-!,'>

I

('^' ^' ^')
I II I

(«' - '''' ^)^
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tandis que pour moi [b, g, c) se change immédiatement en {a, — h, c)

|)ar la substitution • Dans ce cas, (i, g, c) et [a, — h, c) sont des

réduites spéciales, parce que, d'après la condition de M. Hermite

pour les réduites principales qui résulte immédiatement de mon équa-

tion {^), {k) ^ {a -.' h) ou plutôt {k)^{a-T- b), on a, dans ce cas,

a -h k -r- b^o; donc, a/ortiori, a -\- (\k ~- l\b <^o e\. l\a -^ l\k -\- b -^ o;

donc 6 — 2g + c<;oet« — 2^4-c<^o, tandis que a = 6-+-2g-i-c>o

et è ^^ a 4- 2^ + c >• o. Mais, alors, [b, g, c) n'est généralement

pas une réduite principale, car la valeur absolue du coefficient

moyen — k — b est pins; petite que la somme des coefficients exté-

rieurs, savoir — k — b -\-

{

— a — k — b). Il en est de même pour

(rt, — b, c). Toutefois, dans le cas de a -\- k -^ b =^ o, (è, g, c) et

{a, — h, c) sont aussi réduites principales. Le point de départ et le

point final de l'intervalle pour lequel {a, k, b) est une réduite coïnci-

dent alors. Dans le cas de « > o, Z» > o, A >> o, tout ce qui vient d'être

dit pour la forme [a, k, b) aurait lieu pour la forme [b, — k,a). Si ci

et b étaient négatifs, l'analogie serait complète. Toutes les réduites

principales (a, /c, b), dans lesquelles rt > o, é < o, sont aussi des ré-

duites spéciales; les associées opposées [b, —k,a) sont toutes celles

dans lesquelles rt < o, Z» < o; carde ' k)-^{a + b) résulte (A)> ( ^ )•

f^es périodes de réduites principales de M. Hermite, parmi les-

quelles donc, dans certaines circonstances, une seule forme tient lieu

de deux réduites de Gauss, peuvent, d'après cela, renfermer moins

de formes que les périodes de Gauss, de même qu'aussi, dans le

développement en une fraction continue périodique, le nombre des

dénominateurs partiels d'une période peut diminuer si l'on ad-

met des restes de différents signes. Des conditions de M. Hermite,

— {k) z^a -h b^{k), l'une, quand a et b ont des signes différents,

énonce que (a, k, b), l'autre que (b, — k, iij peut devenir une ré-

duite de Gauss; mais, quand a et b ont les mêmes signes, l'une

énonce les deux cho.ses et l'antre n'énonce rien. Si l'on modifie ces

conditions de telle sorte qu'elles s'adaptent au calcul immédiat des

déduites principales consécutives, savoir que, outre / et k, elles ne

renferment qu'un des coefficients extrêmes, par exemple a, elles
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deviennent

a- - {ak) ^ X-- ^I<a' ^ iak) -f- k""

au moyen de a- - ak) ^ — ab'Sa- -h- {ak). D'après cela il est facile de

déduire l'un de l'autre les coefficients moyens de deux réduites prin-

cipales situées dans l'espace de a, ces réduites se changeant l'une

dans l'autre au moyen de substitutions '

. En effet, si l'on a a^ >/,

l'un de ces coefficients se trouve

e

l'autic

entre

"tre ---y//-|«- et -- + y//--«-.

n /y 3., .fl
. / T ^ "

\ I—-a- et - — i//— yrt-,

d'où s'ensuit
[fj

— i . Mais, si a"- </, l'un de ces coefficients se trouve

en

et l'autre

en

tre-;-y//-2a'' « 2-y//-|„=,

ce qui donne généralement à -5 une valeur, et, dans le cas où l'une

des limites <i 4- i i A = o est atteinte, deux valeurs, qui diffèrent

l'une de l'autre d'une unité. En effet, par exemple, si l'on suppc-^e

rt-l-é-i-/î = o, à côté de (rt. A-, ô), la forme (a, — h^ c), en même
temps que {b, g, c), [h, —k, a), [c, h, a) et (c, — g, b) est une ré-

duite principale, cela résultant immédiatement de ce que les conditions

lî = li = — 2k peuvent être remplies.

De mes réduites intermédiaires, une qudconque in, k, b) est évi-

demment située dans l'espace de a ou de b, suivant que le signe de

a — 2k -^ b et a -^ -îk -r-b, par conséquent aussi de a-i-b, coïncide

avec celui de b ou de a, suivant que, par conséquent, a est plus petit

ou plus grand que — b. La même chose peut se dire, relativement aux

valeuis absolues de a et b, des réduites inlermédiaires de M. Her-
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mite, comme le montre mon équation (4) jointe avec l'équation

k = o, toujours possible dans ces formes, d'après ce qui a été dit plus

haut. Parmi les réduites intermédiaires situées dans l'espace de «, la

forme [a, k, ij, lorsque la valeur absolue de k devient < -, mérite

particulièrement d'être distinguée; au lieu de cette réduite, si, dans

un cas, on a X== -> par conséquent, dans un autre, ^- = , on peut

à volonté prendre l'une ou l'autre. La forme positive correspondante

(û, k, b est une réduite de Gausspourla valeur minimmn de a. L'a-

nalogie est la même pour les réduites intermédiaires (rt, k, b situées

dans l'espace de b. Les formes ainsi mises en évidence appaitiennent à

celles que Legendre appelle réduites à la forme ordinaire [Théorie

des nombres, 3* édition, i" Partie, § 13). Mais si, dans l'espace de a, il

n'existe pas de réduites intermédiaires, si, par conséquent, une des ré-

duites spéciales situées dans cet espace remplit la condition [:îk)<C.aoy\

que toutes deux remplissent la condition (a^) = a, il peut arriver que,

pour la première ou les deux, on ait — b<^{2k). Legendre prescrit,

afin d'obtenir une forme semblable pour un espace de ce genre, d'appli-

quer des substitutions ultérieures à la forme obtenue, jusqu'à ce que la

valeur absolue du double coefficient moyen ne dépasse plus celle d'au-

cun coefficient extrême. Mais, à cet effet, une seule substitution
|

I V I
I

suffit, parce que la diminution de (X) produit une augmentation cor-

respondante de a. La forme à obtenir de la sorte devient donc évi-

dennnent la même que celle que l'on obtient pour l'espace de b. Ce

n'est donc pas un effet du hasard si, dans l'exemple donné par Le-

gendre, page i35, une forme se reproduit deux fois de suite.

C'est parmi les réduites dont j'ai parlé en dernier lieu qu est choisie

la forme désignée par Gauss [Disquisitiones arithmeticœ, art. 223),

comme forme représentante de sa classe.

d. — Linvariant , nombre carré négatij.

Par chacune des formes indéfinies frt, X-, b) exclues plus haut, à

partir d'un certain point, dans lesquelles 1 = k^ — ab est un nombre
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carré, zéro est susceptible d'une représeutation propre ; chacune de

ces formes a donc des formes équivalenles, dans lesquelles le premier

coefficient est = o. Soit {a, k, b) une de ces formes, soit k la racine

carrée positive du nombre carré / supposé différent de zéro, et suppo-

sons b non égal à zéro ni divisible par ctk. En employant le signe infé-

rieur dans l'équation précédemment donnée =/;, — =,/î = ±i\I, on

obtient alors bç = k (/j -1-/5,) = è|,. Tandis que le point [rj, /),) par-

court une branche de son hyperbole équilatère, le point (1,2,) ne

peut alors se mouvoir que sur l'une des deux lignes droites, en les-

quelles dégénère son hyperbole équilatère, et cela seulement d'un

côté du point zéro, attendu que la valeur absolue de celle des deux

quantités r, et yj,, qui ne change pas son signe, l'emporte toujours sur

l'autre. Si v; et /;,, ayant des signes opposés, de\iennent infinis, l'équa-

tion (vî — •/;,)(•/; -h y?,) =b montre que ç et z, approchent de la limite

zéro, ainsi que et b. Si maintenant (o,^, b) doit être réduite, dans la

forme positive correspondante (0, k, b), les conditions k <] o, — k <^ a,

— k < b peuvent être remplies, et les nombres b et k devront, d'après

l'équation ba= 2kk, résultant de l'équation (4), avoir des signes dif-

férents; en outre —7- devra être < i. Si (o, k, b) ne remplit pas ces

conditions, je considérerai, au lieu de cette forme, la nouvelle forme

qui en provient par une substitution '

|, et qui, désignée elle-

même par (o, k, b), remplit les conditions — 2k <C_b <^o. La troi-

sième condition est ensuite remplie d'elle-même, d'après ce qui vient

d'être remarqué, par les points r,, <:,, qui sont suffisamment éloignés

sur leur branche hyperbolique dans une certaine direction, et cela à

partir du point pour lequel 9 = 0; donc b = kK/— = ^V ~i 7'

Si l'on franchit ce point dans la direction opposée, il faut d'abord em-

plover une substitution i I pour déduire de nouveau de in, k, bl
I -

I

I 1
I

J , ' ' ^

une réduite positive, et par là de (o, A, b) une nouvelle réduite in-

définie. Le procédé développé plus haut, pour le cas où / ne serait pas

un nombre carré pour faire dériver les réduites consécutives, peut

maintenant s'appliquer, eu vertu des mêmes motifs, aussi à cette forme

2X — b, k -h b, b) et aux formes qui les suivent par là jusqu'à ce
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que l'on arrivo ainsi à une forme («', A', b')^ dans laquelle c' -^ o,

pendant que les points positifs ç, |, et /;, y;, continuent à se mou-
voir sur leurs voies toujours dans la même direclion. En tout cas,

il faudrait qu'une pareille forme précédât immédiatement luie forme

(a", A", h'") dans lacpielle à' ou })" serait égale à zéro, puisque, sui-

vant qui" 1.1 seconde forme provient de la première, par la substitu-

tion ou , on obtient a" ou //' égal à c' . Il faut d'ailleurs
I

I I
I

I

o I
I

°

qu'une pareille forme {a',k',h') apparaisse réellement; car, d'abord,

les autres réduites dans lesquelles les coefficienis extrêmes doivent

avoir «les signes opposés ne peuvent exister qu'en nombre fini; de

plus, aucune d'elles ne peut se présenter plus tl'unc fois, parce que

cela suffirait pour concitue qu'elles formeraient des périodes sembla-

bles non-seulement en avant, mais encore en arrière; enfin, par les

mêmes motifs que plus haut, auciuie de ces autres réduites n'est telle

que sa forme positive correspondante puisse rester réduite si un de ses

coefficients variables devenait infini. Or la dernière qualité appartient

à la forme («', k' , b'), dans laquelle on a a' -\- ik' -j- Z>' =^ o. On a de

plus o <| rt' <; — ili . Donc la forme (c', !)', tJ'j est réduite d'iine ma-

nière analogue à ce qu'on a étudié relativement à la forme fo, h, è^,

tandis que le sommet mobile ^%^ du triangle déterminé par (t', I)', a'),

à partir de la position définie par h'= o, conséqucmment par — I)' = n',

s'avance toujours à l'infini, sur sa brancbe hyperbolique, dans la di-

rection suivie jusqu'alors. En même temps les variables primitives 5,

?i> vj, v), deviennent aussi infinies, les deux dernières ayant des signes

égaux. A la place de la pcrinde répétée un nombre dejnis infini, rie

formes réduites se trouve donc dans le cas où A- — ab est un nombre

carré, une série dejormes réduites ne paraissant qu'uneJois chacune ;

dans la première («, k, h) on a le coefficient a ;= o, dans la dernière

{a', k\ b') le coefficient c' = o. Comme (c', 1)', a), est réduite en même
temps que (a', k',b'), la forme indéfinie io,h',a') a aussi le caractère

d'une réduite. La substitution
| , , au moyen de laquelle la forme
1 y [

(o, h', a'), qui ne diffère pas essentiellement de (a', k',b'), résulte de

(o, ^, b), naît de la combinaison de la substitution, ne contenant que

des coefficients positifs, au moven de laquelle {a\k',b') résulte de

{o, k, b) par la substitution .11 suit de là — a^/S^o,

Journ. de Math. (3' série), tome III. — FbVRiER 1877.

— I I

— I O

6
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—
V > 'î> o- ^^ (o?^"> ^)(«5 7) = o résulte déplus, quand m désigne

... ,7 i — aX-

le plus grand commun diviseur entre aA et 6, que « = —,/= —;^'

et, eu égard à la remarque que je viens de faire, jS et o sont complète-

ment déterminés par l'équation

- H fi = I .

m m '

Si maintenant on exprime h' et a' par X-, b, u, |3, /, o, on obtient

h' = — k et a' = i7i5. Comme les formes (o, k, 2kn) sont propre-

ment équivalentes aux formes [o,k, o) et (o, — k, o), et que, dans les

formes positives qui correspondent aux dernières, le coefficient moyen

est constamment égal à zéro, on peut maintenant dire en généra!

que, dans chaque classe de formes équivalentes appartenant à l'in-

variant — k-, il y a une forme, une seule (o, k, è), dans laquelle

aX- >> — è=o, conjointe à une forme (o, — k, a'), dans laquelle

2X:">a'>oet — — ^i (mod. ^^
)

• Gauss appelle réduite la forme

[a',k,o) proprement équivalente à la dernière [Disq. arith., 206).

Comme elle a pour improprement équivalente la forme (c, k, o), dans

laquelle je désigne b -h 2k par c la proposition ca'^ m- {n\od. am^),

démontrée par Gauss (art. 210) pour deux réduites improprement équi-

valentes c, k, o) et [a', k, o), est contenue immédiatement dans la

congruence que je viens de noter. D'après la même considération qu'à

i'egard des formes positives, on reconnaît que les formes (o, k, b) et

leurs équivalentes n'admettent aucune transformation en elles-mêmes

au déterminant i, outre et
I

o I
I

I

o — I
I

Si l'on a/=o, les trois sommets r;, yj,, — S, — 1,, o, o du triangle

correspondant à une forme {a, k, b) sont toujours situés sur une ligne

droite. Le triangle sera donc toujours obtusangle, à moins que deux

des trois points ne coïncident, ce qui n'est possible que lorsque a = o,

ou b = o, ou c= o. Si donc on se borne à des formes primitives, c'est-

à-dire à des formes dont les coefficients n'aient pas de commun divi-

seur, il n'y a que les formes (0,0, ^: i), [± 1 , o, o) [zh i , zp i , ± 1) qui

puissent être des réduites, lesquelles ont la même relation entre elles

que {a, k, b), (c, h, a), [b, g,c). On n'obtient ainsi que deux cla.sses

primitives; elles peuvent être représentées par les formes x" et — x'-.
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m. Formes ternaires définies.

a. — Coefficients homogènes. Nouvelles conditions de réduction.

Pour une forme quadratique ternaire quelconque

a.r- -+- b) - -\- iz^ -- 2giz -\- 2l)rx + akxi

,

j'emploierai, outre de nouvelles désignations à introduire, les désigna-

tions usuelles T'
1^1 j^j

[x, y, z), ou r'^
1^'
M, ou f(x, j, z), ou f Aux

coefficients o, b, r, j'en ajoute quelquefois un quatrième, ï>; aux coeffi-

cients g , I) , k, trois, l, m, u. Ces dix coefficients doivent satisfai re aux quatre

équations a^-l-^-i)^-h = o, b-Mn + k + jj
= o, f + n-t-g-f-l) = o,

î) + I + m H- n = o, de sorte que & = f i, 1,1. On se fera une idée

des relations qui existent entre ces dix coefficients, quand on les

(1 k 11 1

, I

a k b

réunit dans le système '
. coniorniement a 1 ordre k b q

f 11
"

I h 9 c

des coefficients ordinaires, ou bien quand on emploie, au lieu de g,

I), k. l, m, n, les désignations [br ,
[coj, [ab], [û'6], [bï>j, [rt], en quoi

l'ordre de deux lettres placées entre les crochets est indifférent, de

sorte que [bc] = ^cb]. Les vingt-quatre formes, qui résultent de l'une

d'entre elles, la forme f,
par les permutations des coefficients n, b, r, ïi

combinées avec les permutations respectives des coefficients g, I), k, l,

m, n, sont équivalentes entre elles; elles se changent les unes en les

antres par les combinaisons d'une des deux substitutions

o — ' o

— 10 o avec une des trois

o o — I

une des quatre

o

Les relations entre ces vingt-quatre formes ressortent avec plus

d'évidence encore quand on n'exprime ces formes que par g, I), k, J,

6..
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m, u. En inlroduisaiit une quatrième variable, savoir t, qui d'abord

doit être égale à zéro, on obtient

-m[j-tY-n{z-t)-.

Comme on peut augmenter ou diminuer d'un nombre quelconque

la valeur de t partant de zéro, sans altérer la valeur de la forme, si

l'on augmente ou diminue du même nombre x, j et z, les six coef-

ficients sont homogènes entre eux. Les permutations qui résultent

des vingt-quatre permutations des coefficients n, b, c, t" et des variables

respectives x, y, z, t, et qui changent simplement l'ordre des six

termes, dans l'équation (5), peuvent être caractérisées ainsi : on

réunit en couple deux coefficients qui, dans le premier énoncé ci-

dessus, n'appartiennent pas à la même rangée horizontale ou verticale

qu'un seul des nombres o, b, c, ï>, ou, dans le deuxième énoncé,

n'ont en commun aucun des éléments n, b, c, ïi; ce couple n'est dés-

uni par aucune des permutations de o, b, c, &. Mais les trois couples

de cette espèce qui, dans le système ,' ' forment les trois rangées

verticales, peuvent être pernuités à volonté entre eux, ce qui cor-

respond aux permutations entre a, b, c; il peut aussi se présenter

des peruiulations des deux éléments d'un couple, mais seulement en

combinaison avec la même permutation dans un autre couple, ce qui

correspond aux periiuitations de ïi avec a, b ou c, quand les deux cou-

ples se permutent simultanément entre eux.

Si l'on fixe l'ordre cyclique déterminé ti, n, b, c, ï> pour ces coeffi-

cients avec celui de t, x, y, z, t pour les variables; si l'on désigne

[t — .r), [x — j), [j — z), (z — t) par ll^, lu, «3, «4, puis a par (34),

b par (40> ^ P<*'' ('^)i ^ P^"" (2^)» l'ordre des chiffres étant indifférent,

de plus b 4- 2jj + c, ou, ce qui revient au même, ïi + al + d par

(i3), et a 4- 2k -f- b ou c + aa +& par (24), de telle sorte que de

ces six quantités ayant un chiffre commun, comme par exemple (12),

(i3), (i4)i lorsqu'elles apparaissent comme coefficients extrêmes d'une

des quatre formes binaires portant les numéros 1,2, 3, 4? on obtient

l'équation

— f = [i2]ujii., + (ï5)u.iU, + (34)")«<2 + (40 "2^3

-h ( 24 ) " I "3 + ( I 3 ) «2 u ; ,

(6)
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symétrique, comme la reltlion u, -f- u.. -+- u^ -J- «, = o, par rapport aux

chiffres i, 2, 3, 4-

Quant à la forme adjointe (
' ' ' ^ | ou £, dont les coefficients sont

V'f. fi) û/

les premiers sous-déferminaiils de l'invariant /, c'est-à-dire du déter-

fe I,

I

Il 9 ', de sorte qu'il existe trois équations pareilles àmuiant

/— aj3l -4- kit -j- 1)1| et six pareilles à o = aM -+- kjD -+- I)©, et qu'on

a £{X, Y, Z) = /i xX +yY -+- zZ] = /fi J^, J, z), si pour X, Y, Z on

place les demi-dérivées de f.jc,jr,z) relativement à jc, y, z, nous

observerons qu'elle n'est symétrique ni par rapport avec 0, b, c, ï, ni

par rapport aux nombres introduits i, 2, 3, 4» même après qu'elle

a été complétée par les quatre coefficients 5D, IT, iW. tl, qui satisfont

aux équations

3<+§^iQ-r'£i= o, îî+iW-^ + (D=:o, (r--Hl + © + i^ = o,

Jl -f-ir + i*l-^tl = o, jD=iF(i, I, I,.

C'est la forme /,, qui résulte de £ \yM- la substitution

dont les coefficients^,, |3,, C,, 30, sont les invariants des quatre

formes binaires précitées |)ortant les numéros i, 2, 3, 4» qui est non-

seulement symétri(|ue par rapport à ces numéros, mais encore par

rapport à n, b, c, 1), si l'on conserve un ordre cyclique, dans lequel

a reste séparé de c, b de îi. En faisant, pour abréger,

|)^ = gn -4- niu -i- mg,

ÎJa = ni + 11) -t- 1)11,

11)^= Ik -f- kmH- ml,

ilj= kg-t-gl) -I- l)k,

on obtient l'expression suivante :

( —

Pour (|ue f soit une forme positive, en supposant les variables réelles

aussi bien que les coefficients, il faut, quand /n'est point nul, que

:a — p., — i)m
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fl, b, c, t>, 51, B, C, Jl et /soient positifs; mais il suffit déjà, d'après

l'équation nf= {ax + k/ + l)z)- + Cjr^ — 2©;z 4- Bz', que n et la

forme binaire (€, — 05, S) soient posilifs; donc, a et |3 ou deux coef-

ficients quelconques, ayant entre eux des relations pareilles, doivent

être positifs en même temps que /.

A la place des conditions de Seeber pour une forme positive ré-

duite, savoir, o51)5c, (2g)<b, (2l))5(i, (2k)5o, auxquelles on joint,

quand j), I) et k sont négatifs : a -1- 1» + 2j) + al) -|- 2k^o, j'introduis,

pour mon objet, d'auh'es conditions de réduction, qui ne concordent au

fond avec les précédentes que lorsque le premier cas se réalise, et con-

sistent toujours en ce que, des nombres ç^, \}, h, l, m, n, aucun ne doit être

positif. Tandis qu'il résulte des conditions de Seeber, si f est une forme

équivalente à
f,

dans laquelle on a pareillement a'Sb'^c', que o' ne

peut être <^ a, ni b' < b, ni c'-< c, il résulte des miennes, que je dois

maintenant justifier, et qui ne portent pas atteinte à la symétrie entre

0, b, f et îi, que a + b-fc + ïiet — ()
— I) — k — l — m — n ont des

valeurs minima, pour toutes les formes équivalentes. Je désigne une

substitution p. ,
qui doit être employée pour la forme f,

afin de pouvoir exprimer ïi', l', m', n' d'une manière aussi immédiate

p 7 3

?, 7. 3,

h -h ^^

que la somme des coefficients rangés par quatre dans une ligne hori-

? 7

que n', b', c', ()', I)', k', par , où c?, 0^,, âo sont tels,

zontale est égale à zéro, ou aussi par
3,

P.H 73'

étant égaux à zéro. Toutefois, dans ce dernier système, on peut, pour

rétablir la symétrie relativement an, b, c, ï", augmenter ou diminuer

d'une seule et même grandeur tous les coefficients placés quatre par

quatre dans une colonne, sans que par là le résultat de la substitu-

tion soit altéré, si l'on met, par exemple

o' = acr + ha] + iv.l + "^ai -t- 20«,a2

+ i^fa^a. -h 2ka«, + alaaj + 2m«,«3 + inu^ai, etc.,

k=-— fi + -r-/3,
2 3a 2 ()«, 2 5a, '

-

I ?a' ,

-t- - — Pa, etc.
2 Saj '
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_ , . ,1 i>a' ,

Car, par exemple, si a, a,, «oi v.3 augmentent de i, - — n augmente

que de ù -r- k + i) -r l, c'est-à-dire de zéro; il en est de même des

dérivées semblables; de plus, on a

r- 4- — + — =0, etc.
t'a, Ja. ia.

L'application, à f, de la substitution
,
produit la

forme

k 1-9
m -i- 9

l)-t- 9

<,-i-2k J- b

A la place de — 9 — Ij — k — l — m — n vient donc, dans celle-

ci, un nombre plus petit de g, de sorte que celte somme peut

toujours être diminuée par une substitution appropriée, toutes les

fois que g ou, comme on peut le conclure d'après la symétrie, 1111

des coefficients I), k, 1, m, n est positif. Si l est positif, la substitution

correspondante, par exemple, résulte de celle qui a été indi-

quée par l'échange de b et c contre a et ï>. La substitution ci-dessus

devient ainsi

O — 10

, ou bien, si je modifie.

de la même grandeur les termes d'une colonne.

Enfin, en remettant à leur place primitive et ï, qui reparaissent parmi

— I I

— I o

0', b', c'. V. j'obtiens
— I

— I
, qui cbangc f en

k-h l

}- 2I1 -f

— l1)^1

9—1 11-4-1

-T- 2 k -f- b m -r-
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Il est, maintenant aussi, aisé de démontrer que, si g, 1), k, l, m, « sont

négatifs, toutes les substitutions effectuent une augmentation de la

I o o

somme a -)-
b -!- c -t- ïi , excepté la substitution identique

, et celles qui effectuent de simples permutationsou

o o I — 1

o o o oI o o o

o I o o

o o I o

o o o I

entre a, b, r et ï". Ayant en effet, d'après (5),

o' = — 9{a, — «o)'— I)(a2— «)— k(^« — «.)" — i(« — «3)"

— in (a, — y.^y — wU. — C/.3J-,

et des expressions analogues pour b', c', V, on reconnaît que, dans la

substitution identique et les vingt-trois autres mentionnées, chacun

des nombres non négntifs —
fl,
— I), — k, — t, — m, — n entre deux

fois dans la somme ' + b'
-1- c' + ^', chaque fois multipliée par le

nombre carré i. Si, par conséquent, cette somme diminuait dans quel-

que forme équivalente, il faudrait qu'au moins nn de ces six nombres

V parût moins de deux fois. Si c'était !e nomlire — g, il faudrait, parmi

les quatre différences a, — «,? ^1 — Ps» 7i — 72, ^, — 5,, que plus de

deux fussent égales à zéro; leur somme étant égale à zéro, il s'ensui-

vrait que toutes les quatre seraient nulles, ce qui exigerait que le déter-

minant de la substitution fût égal à zéro. Cette somme-là ne peut donc

être plus petite dans aucune forme équivalente; mais il nous reste

encore à discuter les cas dans lesquels un ou plusieurs des nombres g,

I), k, i, m, n sont égaux à zéro.

Si f est réduite et si 1).m n'est pas plus grand que g.l ou k.n, la

forme précitée £,, formée en ayant |)our base la série cvclique "b, 0, b,

c, ï", est aussi réduite, 03,, ^,, ^,, £,, iïl,. 11, étant alors négatives

ou nulles, comme on le reconnaît immédiatement d'après leurs expres-

sions. Chaque permutation entre les nombres &, 0, b, c, &, dans laquelle

restent séparés deux nombres qui ne se suivent pas immédiatement et

restent unis deux nombres se suivant immédiatement, entraîne après

elle simplement ime permutation entre les coefficients ^,, jD,,^(5 i^i-

I>e résultat est analogue pour les cas dans lesquels g.l ou k.n ne sont
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pas plus gr;intls que les deux autres produits analogues, car on prend

alors pour base la série ïicob'& ou ïibcali. Sur les vingt-quatre formes

simultanément réduites, il y eu a huit dans lesquelles la forme indi-

quée de la classe adjointe, l.iasée sur la série obcï", est réduite; dans

huit autres, c'est la forme basée sur la série rubti, et dans les huit der

nières c'est la forme basée sur la série bcrtti, qui est réduite. Si l'on

cherche des conditions propres à mettre en évidence comme forme

représenlante une des vingt-quatre formes simultanément réduites, ce

qui, pour mon but, ne ferait que gêner, mais serait désirable pour

des constructions de tabli s, les considérations précédentes loni immé-
diatement ressortir huit formes sur les vingt-quatre. De la condi-

tion que ïi ne doit pas être plus petit que a, b ou c résulte que,

sur ces formes, deux sont mises en vue, qui se transforment l'iuie

en l'autre à l'aide de la substitution

distinguées par la condition a 1 c ou
fl
< h.

— 1 o

I o o

et pourraient être

b. — Les tronsformntions desformes en elles-iitémes.

Si la forine f, à l'aide de la substitution S, se transforme en la

forme f , et si les coefficients o, b, c, jj, 1), k coïncident numérique-

ment avec les coefficients o', b', c', g', I)', h', rangés dans le même
ordre, ou dit : la forme f se transforme en elle-même par la substitu-

tion S. Je n ai en vue que des substitutions au détemuniuil i. fl suffit

aussi de considérer ces substitutions pour des formes réduites, parce

qu'elles s'en déduisent pour les autres. Si donc f est réduite et si,

comme je vais premièrement le supposer, S est une des vingt-trois sub-

stitutions par lesquelles nos vingt-cpiatre formes résidtent les unes des

autres; si, de plus, x est le nombre de celles de ces vingt-quatre formes

qui ont des coefficients coïncidant avec f, cette forme elle-même y

compris, de soi te que y. soit diviseur de a4i i' faudra considérer les

cas particidiers qui suivent et que l'on devra adopter comme tvpes

pour les cas analogues.

1. a= b et i] = I), d'où résulte aussi que l = m. Alors f ne su-

Journ. de Math. (3' série), tome III — l'tiHiFR 1877. 7
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hit aucune altération en perniiilanl a et b; S est donc =
o — I

— I o

et ;c = 2. Ce cas est en même temps le type pour les cinq autres, dans

lesauels d'antres combinaisons des quantités n, b, r, "b jouent le rôle

que jouent ici rt et b.

2. = b, r = ï», 9 = l, l) = lit- En ce cas, f ne subit aucun change-

ment lors de !a j)ertniUation de c et t» jointe à la permutation de tt et b.

S est alors et -/ = 2. La réunion de deux tels cas, c'est-

à-dire les conditions : 8 = 1, 1) = m, k = it, a = b = c^t", donne x = 4-

3. û = b, c= t»,
iJ
= !) = l = tn. Alors, sans que f soit changé, a peut

se permuter avec b et, indépendamment de cela, c avec &. Les substitu-

tions S résultent de celle qui est indiquée dans le premier cas et d'une

analogue. On a x = 4-

4. n = b =- c, g = I) = k, l = m = ii; alors y. est égal à G; analogues

sont les c.is a = b =; t», etc.

5. n = b = c -- &, g = !) = k = l = m = u. Alors on a z = 24.

Mais, si S ne fait point partie de ces vingt-trois substilulions-là et que

néanuioins f puisse se transformer par S en elle-même, c'est-à-dire en

une forme pareillement réduite, il n'est pas possible que tous les nom-

bres g, I), k, l, m, u soient différents de zéro; il y a donc plus de vingt-

quatre formes réduites. Soit X le nombre de celles d'entre elles dont les

coefficients coïncident avec ceux de
f.

Si uiaintenant :

6. 1) seul est égal à zéro, de sorte cjue vingt-quaire autres formes

soient réduites, dont l'une, f , résulte de f par la substitution

— I o o 1
I

o — I o I
I
et a ,

' ' ' à la place des coefficients liomo^èiies
( l, "11, (1 \

'
'^

o 1 I o
I

'' °' '

; alors on a A = x, quand n diffère de n et k de I; par contre,
( 1, m, " 1

1 « '1

). =: 2x si g = U ou k = l, cas dans lequel x formes des vingt-quatre

premières réduites coïncident avec x des vingt-quatre autres. Des con-

ditions symétriques entre n, b, c, ïi sont, par la condition que !) seul

doit être égal à zéro, exclues les conditions symétriques entre a et b.
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b et c, ïi et 0, \) et r. En revanche, f peut ne |)as se mod fier lors de la

permutation de a et c ou de celle de b et ï, ou des deux permutalionE

qui le prescrit, qunrid on a respectivement
j)
= k. l = n ou g =^ ii.

k - l ou g = l, k = Il ou
jj
= k = I = n. Outre la valeur i, /. peut

donc aussi prendre les valeurs 2 et 4-

7. Si I) == m — o, de sorte que 3.24 formes soient rédiiiles, dont

trois, y compris f même, se transforment cycliquement en elles-mêmes

par \ii substitution

— ri o

-10 I

o o I

ar quoi les coefficients
,
par q

I

a, o, h

I
l, o, 11

se changent eu et
5 ,

5, alors / = 1 , 2, 4, tj ou 24, sui-
( 9, o, n

) ( t, o, 11
)

1117 17

vant que, parmi les nombres g, k, l, n. il n'y a pas d'égaux, ou un

couple d'égaux, ou deux couples d'égnux, ou trois égaux, ou que tons

les quatre soient égaux entre eux.

8. Si I) = k = o, il y a 6.9.\ formes réduites. Six d'entre elles, parnu

lesquelles f, résultent cycliquement les unes des autres au moyen de

la substitution o o
, que je désigne par S. [.es coefficients

I_ \ fl) o, o ) . .11 1 1-1 1 •

riomogenes . :
,
restent invariables quand on emploie la substi-

tution S' = et se transforment, [),'ir S et S~- , en
o o — I

?

,

Jî par S' et S en ,
On a donc /. = a. s il n v a pas

I '> 9. ni
)

' M, 11, 9 1
J t

une condition ultérieure de remplie; / == 4. pourvu qu'on ait seule-

ment m = 11, ou seulement g = m, ou seulement n = g: À = 12 quand

g = ri — 11. Enfin et en dernier lieu :

9. Il faut encore tenir compte des cas dans lesquels trois des nom-

bres g, I), k, l, m, Il sont égaux à zéro. Soit g = l) = k = o. Il y a

alors 4 fois 4-^-4 iormes de réduites. Au [iremier groupe de 4.24 appar-

tiennent la forme f et celles qui en résultent par les substitutions

I o o — I

o — 10 I

o o — II

— I
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quatre formes résultant de la forme f et des trois autres précitées

)ar la substitution qui coïncident entre elles. 11 en est

de même des troisième et quatrième groupes de /j-a'i si, dans la

(iernière substitution, on permute cycliquement les lignes horizon-

tales. Pour foutes ces 4-4 24 formes, on a ). = 4i 8 ou 24, suivant

(jue a, b, c sont tous différents ou que deux d'entre eux ou tous les

trois sont égaux entre eux. Comme dans les 3.4-24 dernières formes,

parmi les coefticients qui remplacent ?' ''
» deux, qui sont rangés

' 1 1
( l, m, n

)

'

verticalement, et un autre, devienntnt égaux à zéro, tandis que les

trois autres prennent les valeurs arbitraires I, m, n; j'ai tranché la ques-

tion les concernant, ainsi que tous les cas exceptionnels possibles rela-

tivement à des formas positives. La simplification que j'ai obtenue,

dans ce qui précède, comparativement à l'exposé d'Eisenstein, est due

à ce que mes conditions de réduction sont plus conformes à la na-

ture des choses.

c. — Relations géométriques.

Si l'on désigne svmboliquement par (a\ relativement à sa grandeur

et à sa position, luie longueur recliligne dans l'espace, dont les pro-

jections soient sur trois axes rectangulaires i, 1,, z.,, et, semblable-

ment, par (b et c) des longueurs dont les projections soient sur les

mêmes axes r,, y;,, r,o et Ç, Ç,, Ç,, l'ensemble des extrémités des lon-

gueurs partant d'un niême point initial et devant être désignées sym-

boliquement par x(ii) -T- J'(b) -T- z,[t), où .r, 7 et z expriment tous des

nombres entiers, reiirésente un système de points ordonnés parallélé-

pipédiquement. En entendant, par le produit de deux longueuis pa-

reilles, le produit de leurs longueurs absolues midtiplié par le cosinus

de leur différence de direction, expression symbolique déjà employée

dans les OEuvres posthumes de Gauss (t. 11, p. 3o5), et qui peut aussi

.s'énoncer par les qualernions d'Hamilton, alors le carré de la lon-

gueur jr(a -h >";b) -t- z(c;, identique au carré de la longueur absolue,

est égal à (
'

,

'

, ) (•^i.'^'' ^)^ *' ^'°" désigne les carrés des longueurs
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(a'(b)ic) par n, b, r, et les pioduits de ces longueurs, prises deux
à deux, par g, I), k. f.'exaclifude de cetle assertion résulte des

équations

(7)

?' + ?r + ?2 = "' 'n' -^-n] + r.\ — \>, 'Ç- -+- 'ç\ + i;i = c,

qui, même non symboliquement, donnent le même résultat. On peut

démontrer de la nièine manière que, (' ,'M (c/., a,, y.,1 étant dé-

signé par a', on a

{a{<C) + y_^ (b) + «.(c)J [,^(a) + /3.{b i4-/3.,(c
i)a 2 Da, 2 Da, 2

et l'on reconnaît que, si la forme f se change en la forme f par l.i

« p V

uibstitution «, p, y, , dont le déterminant est, comme toujours,p. y.

p. 7>

supposé égal à i, les coefficients de f ont les mêmes relations

avec le système des points que ceux de f, pourvu qu'on s'ima-

gine ses points reliés par d'autres lignes. Il résulte, de l'équation

? r, ç
1

=

?, r„ £, I que six fois les volumes des trois té-/ =
11 h 1)

li l. s

I) 9 f

traèdres déterminés par les arêtes consécutives (a) (b) (c), (b 'r)(a)et

(c)(a)(b) sont = ± y//; ceux des trois tétraèdres déterminés par les

arêtes consécutives (a)(r)(b''i, (c)(b)(o) et (b)(a)(c) sont = qr y'?-

l T, X,

= + s/7.Je pose toujours ç, r,, ?,

Je désigne les premiers sous-déterminants de ce déterminant par

H, H,, H,. H, H,, llo, Z, Z,, Z,, de sorte que ?,S, + v),H, -i- Ç.Z, = \, I

î H Z

et ([ue ï, n, Z, r= /. Si l'on désigne symboliquement par (.^; un

ii II, Z,

fragment de plan, déterminé quant à son aire et à sa |)osition, et

dont les |irojections perpendiculaires aux trois axes sont H, H,, Z..;

si l'on agit de même par analogie avec (j&), {<€): si, de plus, on en-
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tend par produit de deux tels fragments de plan le produit de leur

aire multiplié par le cosinus de leur différence de direction, on ob-

tient

(^).(^) = Jl, (il).(JD) = lî, (C).(C) = €, (13). (€j-©,

comme il résulte des équations

(8) j
11Z + H,Z, + H,Z2= 03, ZH + Z,H, +ZoH, = j^.

I EH + S,H, + Ho]l„= il.

Ces mêmes équations montrent que

Avec la substitution
P 7

p. 7.

p. 7.

,1
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de circuits que l'on admet comme positives dans les |)laus. Si l'on

admet ces directions comme telles, que la ligne commune à deux

plans, considérée comme limite d'aires fermées situées toutes d'un

seul côté de cette ligne dans les deux plans, fasse son parcours, dans

les deux, en des sens opposés, l'angle cherché est celui qui est

compris entre deux droites, dans l'intérieur des aires fermées, per-

pendiculaires à la ligne commune, desquelles droites l'une finit et

l'autre commence à cette ligne Pour tous les plans d'un polyèdre

fermé, on peut admettre de telles directions de circuit qu'entre deux

plans ayant une arête commune la condition indiquée soit remplie.

Cl'est seulement en admettant cela que l'on trouve que la sonnne des

projections de toutes ces positions de plans dans un plan quelconque

est égale à zéro. Ainsi ^ précité a le signe du cosinus de l'angle que

forme le plan du triangle complètement déterminé par [— a), + ''b
]

avec le plan du triangle [— b ;, -+-()] quand, suivant l'usage, on fait

|)artir du même |)oint les lignes -h a , -f- b; et 4- {(]. Si f est réduite,

d'a|)rés ma définition, pour l'oiilreli, û, b, c, î>, de sorte que les dilfé-

lences de directions de deux lignes tant adjacentes qu'o|iposées du qua-

drilatère non plan a)(b (c (ïi) sont des angles obtus ou droits et qu'en

outre l).m n'est pas plus grand que g.l ou k.n, alors les différences de

directions de deux plans de tétraèdres, sur lesquels se trouvent les

côtés ts) et I

, (o)et(b). (b) et (c), i't)et("& , sont des angles obtus ou

droits, parce que les coefficients (Ô,,^,. JR,. £,, iH,, U, de la forme/,

sont négatifs ou nids. Les directions de circiut y sont déterminées,

non par [4- ;0 , + bjj, [+(b), -H (c,], ..., mais d'ajirès la règle

donnée plus haut. Si par exemple ici, où toujours le point ini-

tial d'un côté coïncide avec le point final d'un autre, la face C
est déterminée comme [-ha;, + b ], il faudra prendre, pour (Jl ,

[— b), +(I')h-(c)], ou, ce qui donne le même résultat, [— (b\ -f-ft].

Mais la |)ro"jeclion de [a), perpendicidaire sur (b), a comme projec-

tions, sur les trois axes, 5 — rr,, ?, — -v;,, 5^ — rv^o; la projection

de c ,
perpendiculaire sur , b , celles de ^ — jr^, 'Ç, — jr,,. 'Ç^ — i 'iî

Le cosinus de la diflérence des directions de ces Jeux ligues multiplié

par le produit de leurs longueurs absolues est donc I)
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cosinus, multiplié par le produit des valeurs absolues des deux

aires, a pour valeur — ^.

La propriété que possède le quadrilatère (a)(b)(c) T)) appartient

aussi au quadrilatère (c; (b) n)'^!»), qui lui est égal, mais non su-

perposable. Les formes qui correspondent à deux quadrilatères, ayant

les mêmes rapports que les deux précédents, se transforment l'une

en l'autre à l'aide de la substitution au déterminant — i

mais le déterminant — i se change en déterminant + i , si l'on change

dans leurs opposés les signes de tous les coefficients et les direc-

tions des longueurs, de sorte que cette différence essentielle pour

les quadrilatères disparaît dans les formes. Les formes correspon-

dant aux quadrilatères (b)(c}(o)('b) et (c) (o) (b) (ïi), ainsi qu'aux

quadrilatères (a)(()(b)('î>) et (b) (o)(c)(^), qui leur sont égaux, mais

non superposables, ne sont point réduites en ce qui regarde l'ordre

des coefficients. Au moyen de trois plans, qui sont déterminés par la

diagonale principale (t» et les sommets non reposant sur ïi, d'un

parallélépipède déterminé par les arêtes (a), (b), U), ce parallélépi-

pède est divisé en ces six tétraèdres précédemment indiqués et qui ré-

sultent les uns des autres par permutations entre (a), (b) et(c), et

dont on voit que deux seulement, opposés l'un à l'autre, peuvent avoir

toutes leurs arêtes saillantes. Quant aux six espèces de triangles, si-

tués sur les faces des tétraèdres, aucun d'eux ne peut être obtusangle

en cas de réduction, parce qu'alors aucun des nombres 15, l), k, 1, m, n

n'est positif et que par conséquent a et b ne sont pas plus petits que
— X-, etc.

Pour la signification géométrique des équ;!tions (5 et (6), je

dirai encore que l'on peut considérer la longueur déterminée par

x[a) -+ xi^ +^\f,> aussi bien que la longueur a:{i\ -i-/ b)-l- i(c)+ t{V},

soit que l'on admette que / = o, soit que l'on augmente ou diminue

d'un seid et même nombre x, y, z et t. Si l'on se figure les points du

système rangés siu- des plans parallèles à la face [(&), (0)] correspon-

dante à l'indice 3 employé ci-dessus, le 7/3, employé plus haut dési-

gnera le nombre des couches séparées par ces plans et coupées par la

longueur a:(rt) + r{\>^. ^ s(c) + tiy), ce nombre étant compté comme



DES FORMES QT ADRATIQDES BINAIRES ET TERNAIRES. 5'

posilif à partir de Im face tétratdriqiie [(V), (û ] vers le côté sur lequel esl

couché le tétraèdre lui-iHeme. Comme, par analogie, la même chose

est applicable à Ut et que 12 désigne la distance des points sur la

ligne d'intersection des plans i et 2, on reconnaît la signification du

terme (12) u^u^, comme aussi des autres termes de l'équation ^6 .

Cette proposition géométrique se trouve dans des remarques posthumes

de Gauss ( OEuvres, t. II, p. 307).

Un rôle important est joué, dans la suite, par les cas particuliers

étudiés dans la section précédente, alinéas 7 et 8. Dans le dernier,

(û) est perpendiculaire sur f-3l ; dans le premier, chaque côté du

quadrilatère est perpendiculaire à son côté opposé; le tétraèdre a par

conséquent la propriété, élucidée par Lagrange et plus récemment

par M. Borchardt [Mémoires de l'Jcade'mie de Berlin, i865 et 186G:

Rapports mensuels de Berlin, jinn 1872) et par M. Rronecker [Rap-

ports mensuels de Berlin, juin 1872 , d'avoir le plus grand volume

possible, étant données les aires des (aces. La condition ^, = ill, = o

iudicpie, par analogie, que chaque face du tétraèdre est perpendicu-

laire à sa face opposée ou, suivant le langage usuel, que les angles

dièdres sont droits à deux arêtes opposées-, il en résulte pareillement

que le tétraèdre a le plus grand volume possible, étant données les

longueurs des quatre autres arêtes. Si l'on lient à ne pas quitter la

configuralion ordinaire des formes et cependant à ne pas détruire la

symétrie entre n, b, r, ï>, on peut appliquer à f la substitution

au déterminant 2 qui, d'après ce qui précède, est iden-

tique avec la substitution Doue la permutation de n

et ïi n'effectue autre chose que l'application de la substitution

— I o o
I

o o I à la forme naissante. Ce changement a de l'analogie avec

o I o
I

celui qu'a utilisé M. Borchardt (Mémoires de Berlin, i865, p 7),

laquelle repose sur l'ai^plication de la substitution

Journ. de Math. (3" série), tome 111. — Flvrieb 1877.

. -.!
s

à la
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forme f,, et, "conséquemmenr, de la substitution adjointe

à la forme adjointe ^,, et qui rétablit la même symétrie relativement

aux chiffres t, 2, 3,4, utilisés plus haut. Dans la première transfor-

mation, les arêtes (a), (b), (c) d'un parallélépipède sont remplacées

par les diagonales (b) + (c), (c) + (a), (a) + (b) des faces latérales;

dans la seconde, les arêtes (n,), (b,), (r,) d'un parallélépipède, parmi

les principales diagonales duquel se trouve (t",), sont remplacées par les

trois autres diagonales principales du même parallélépipède [*].

Comme l'équation fondamentale et les autres les plus simples de la

Trigonométrie sphérique sont contenues dans celles-ci :

©=l)k -ttg, 1=^^:=^ = ^—, k;§^-b©-^g(!: = o,

de même les parties purement géométriques de la cristallographie sont

contenues dans la théorie précédente, puisqu'on peut supposer, dans

les substances cristallisées, des points parallélépipédiquenient or-

donnés, abstraction faite d'autres points pareils [voir Brav.vis,

Comj>tes rendus de l'académie des Sciences , t. XXIX; 1849:. Si, sui-

vant Miller, d'après les citations dans le Manuel de Minéralogie de

Des Cloizeaux, ;/, c, w désignent les paramètres d'une face, tandis que

les axes du type sont désignés, en direction et longueur, par (a), (b),

(c), celte face sera représentée par u[%) + v[W) -+- tv(C).

Si iT se change en £' par une substitution dont les deux premières

colonnes sont u, v, iv et u^, c,, tv, , le cosinus de l'angle dièdre formé

par %') et (B'j est —=.—^5 la tangente de cet angle est ^,-» l'arête

commune aux deux faces ou l'axe de la zone est

u 11

, .(0)+ , .(b) -+-
. \At).

La relation posée par Carnot entre les cosinus des six angles dièdres

[*] L'arlicle qui suit a été remis à la rédaction en juin 1875, et rien n'en a été

changé depuis.



DES FORMES QIIAUU ATIQUES BINAIRES ET TERNAIRES. Sf)

formés par quatre faces et dont cinq suffisent pour déterminer le type

est d
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.S, = II,, appartenant à 2. On obtient le même système aux cas de 2,

g = l, I) = m ou g = l, k = Il entraînant respectivement, pour «f,, les

cas 1 ou 2. Le cas 9 = 1, i) = m, k = u offre trois axes rectangulaires

moyennant la substitution . De même le cas 3, entraînant

pour I, des cas mentionnés sous 6 et 2, donne un prisme rbomboida!

droit aux arêtes (a), (b) et (c) — (&). Les cas 4 et 5 entraînant, pour JF,,

les deux derniers cas 7, conduisent au système rhomboédrique,

(îi) étant l'axe principal; et au cubique, (a), (b), (c), (ï") étant les dia-

gonales du cube. Les cas X=: 2, 4 et 12, compris dans 8, conduisent

au système clinorhombique, le rhombique et l'hexagonal; enfin, les

cas X = 47 8, 12 de 9 au système rhombique, quadratique, cubique.

La condition I) = o, du cas 6, a été posée comme caractère d'un nou-

veau système diclinique par ]\L Schrauf [Miiiéi alogie physique, I,

Vienne, 1866), et la condition jl^i = o l'était par Mitscherlich et

M. Naumann (au lieu cité et Eléments de Minéralogie, ff éd., 1874);

mais ni celles-ci, ni même les conditions de 7, 1) = m = o ou

J^i = JH, = o, ne donnent aucune symétrie ultérieure en espace si

pour toutes ou pour une partie des réduites on a X = x. Dans le

cas l) ^= o, g = n, on obtient comme type un prisme rhomboïdal oblique

aux couples d'arêtes symétriques (b) et (b) + (c) ou (ïi) et (&) + (c), qui

deviennent aussi symétriques entre eux et amènent le système rhom-

bique ou quadratique si l'on a de plus t =^ h ou g = k = l = n. Le

casl) = in=o, g = k = l donne un rhomboèdre aux faces ; 51,), (U,),

,C,), et un tétraèdre régulier pour g = k = l
— n.

[A suivre.)
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Sur le raccordement de deux alignements droits d'une ligne

de chemin de fer horizontale ;

Par m. J. COLLET,

Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble.

Lorsqu'un train de chemin de fer circule sur une voie courbe, la

force centrifuge tend à produire le renversement des voitures en

même temps que leur déplacement suivant le prolongement du rayon

de courbure de la voie. La pesanteur s'oppose, jusqu'à un certain

point, au premier de ces mouvements; et, pour qu'elle soit efficace

aussi contre le second, on donne au rail extérieur un surhaussèment

ou dévers en rapport avec la courbure de la ligue et les limites de vi-

tesse des trains.

Quant à la façon dont s'opère le passage de l'alignement droit à la

courbe, quant à la loi de distribution des dévers dans le raccorde-

ment, la méthode suivie varie avec les Compagnies.

Nous nous proposons ici de chercher comment doit être établi le

raccordement de deux alignements droits horizontaux d'une ligne de

chemin deferpour que la stabilité des wagons soit assurée; et, dans ce

but, nous calculerons d'abord les réactions exercées sur les roues d'un

wagon par les rails d'une voie horizontale de Jorme quelconque.

Considérons une voiture à quatre roues.

Nous ferons abstraction, dans le calcul, d'abord des changements

de position relative que l'inégale flexion des ressorts peut faire éprou-
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ver au centre de gravité du wagon; puis, des petits déplacements per-

pendiculaires à la voie résultant de la forme conique des jantes des

roues et de la petite différence qui existe entre la largeur de la voie

entre rails et la distance extérieure des rebords ou boudins des roues

accouplées, déplacements qui n'ont d'ailleurs pour effet que de modi-

fier le dévers d'une quantité très-petite par rapport à lui-même. Par

suite on supposera constantes et égales les circonférences de contact

des roues sur les rails.

Les dimensions du wagon étant toujours très-petites par rapport au

rayon de courbure de la voie, on peut supposer que le quadrilatère

BCC|B, {Jig. i), ayant i)our sommets les points de contact des roues et

Fig. I.

des rails, est un rectangle dont les côtés opposés BC, B,C, sont hori-

zontaux et se confondent sensiblement avec les arcs qu'ils sous-

tendent, la très-faible inclinaison de B,C, étant composée, pour le

wagon, par l'inégale flexion des ressorts. Alors, à un instant quel-

conque, le système peut être considéré comme animé d'un mouvement

de rotation autour de la verticale qui passe par le centre de cour-

bure de l'arc intérieur BC, en même temps qu'il tourne d'une ma-

nière continue autoiu* de la tangente à ce rail, soit autour de la corde

BC, et que les roues effectuent leurs révolutions relatives autour de

leurs centres respectifs : donc tous les points situés dans un prisme in-

tlniment mince pj/, parallèle à BC, seront dans un état identique, et, en

supposant que (ont soit symétrique par rapport au plan perpendicu-

laire au milieu de BC et dont la trace est AA,, on pourra supposeï'

toute la masse du prisme pq réunie à son centre de gravité situé dans le

plan AA,, qu'il suffira de considérer seul en lui attribuant ainsi une

masse égale à celle de la partie invariable de la voiture. On fera une

réduction analogue pour les systèmes de roues et d'essieux, en les

remplaçant par un système unique semblable aux précédents, mais de

masse double en chaque point, et ayant son axe dans le plan AA,.
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Soient [fig. 2 S le rail plan, O son centre de courbure pour un

point A, S, le rail en dévers, extérieur au premier, et S' la projection

de S, sur le plan du rail S. Si l'on mène en A le plan vertical normal à

la courbe S, il coupera S, et S' respectivement en A, et A', ce dernier

point, projection du précédent, étant d'ailleurs sur le prolongement A r

du rayon de courbure OA au point A de la courbe S. Si l'on imagine

le système d'axes rectangulaires formé par la verticale Aj:, la normale

A y et la tangente Az à la courbe S, on pourra à chaque instant consi-

dérer ces trois axes comme animés d'un mouvement de rotation autour

de l'axe instantané vertical OO, mené par le centre de courbure de la

courbe S, en même temps que le wagon, où le plan AA, avec son

Fig. 2.

système unique de roues, entraîné dans le mouvement du système

Xxjz, possède un mouvement de rotation autour de A;3et que les

roues et l'essieu tournent en outre autour d'un axe parallèle à AA,,

ou, par approximation, parallèle à A^', l'angle A, A)' étant très-petit.

Nous sommes ainsi ramenés à une étude de mouvement relatif.

Le mouvement relatif par rapport aux axes hxyz est identique à un

mouvement absolu rapporté aux mêmes axes supposés bxes, et qui se-

rait produit par les forces réellement appliquées et par des forces fic-

tives qui sont, pourcliaquc point, respectivement égales et contraires à

la force d'entraînement et à la force centrifuge composée. Ces forces sont

dirigées suivant les accélérations de même nom, et ont chacune pour

mesure le produit de l'accélération correspondante par la niasse du

point considéré. On sait que raccélération centrifuge composée a pour

valeur 2ÛPrSiiio, ii étant la vitesse instantanée de rotation du système
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par rapport auquel le mouvement relatif est considéré, v^ la vitesse re-

lative du point par rapport à ce système, et o l'angle de la vitesse rela-

tive et de Taxe instantané. Quant à sa direction, si l'on mène par le

point des droites parallèles à l'axe instantané et à la vitesse relative,

dans le même sens respectivement, l'accélération centrifuge composée

est perpendiculaii'e au plan de ces deux droites dans la direction sui-

vant laquelle devrait être placé un observateur qui aurait les pieds

dans le plan, et qui, regardant l'angle des deux directions ci-dessus

définies, aurait à sa gauche la parallèle à l'axe instantané, et à sa

droite la vitesse relative.

Si l'on introduit les réactions des rails, on pourra considérer le sys-

tème comme libre, et, appliquant le principe de d'Alembert à son

mouvement relatif, on exprimera qu'il ne fait que tourner autour du

point A relativement fixe, en écrivant que toutes les forces appliquées,

réelles, fictives et d'inertie, transportées parallèlement à elles-mêmes

en A, ont une résultante nulle, l'équation du mouvement autour de

Kz étant d'ailleurs obtenue en égalant à zéro la somme algébrique

des moments des couples que fait naître la translation précédente des

forces en A.

Passons au développement du calcul, et soient

V la vitesse du wagon supposée constante;

M la masse totale du wagon, des roues et des es^ieux;

M, la masse des roues et des essieux;

/' le rayon des roues;

le rayon de courbure de la courbe S en A fig- 2) ;

1 le rayon de gyration du wagon autour de Az;

lo le rayon degyration autour d'une parallèle à Ar menée parle centre

de gravité du wagon;

G {Jîg- 3} le centre de gravité de tout le wagon;

h la hauteur de ce centre au-dessus de AA,
;

2/ la largeur AA, de la voie;

'XI l'angle variable A, A A';

Y la somme des composantes suivant A, A des réactions des rails;

N et N, les composantes des mêmes réactions perpendiculairement à

AA, dans le plan AA, A'.
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Pour cfncune des forces, nous calculerons ses composantes suivant

AA, et AN, ainsi que son moment par rapport au point A, moment

qu'on prendra avec le signe -+- ou le signe — , suivant que la force

tendra à augmenter ou à diminuer l'angle w.

Fie. 3.

La pesanteur P = Mg-, appliquée au centre de gravité G, donne

ainsi, pour ses composantes et son moment,

— Mgsinw, — Mgcosu, — Mg'Zcoso) — //sinw).

La pression N ne donne pas de couple, tandis que la pression N,

donne le couple -+- a/N,.

L'accélération d'entraînement peut être pour tous les points sup-

posée égale à — et dirigée parallèlement à A'A; la résultante des forces

V'
égales et contraires aux forces d'entraînement sera une force Q = M —

,

appliquée en G, dirigée dans le sens AA', et dont les composantes et

le moment auront pour valeurs respectivement

V V \'
-+-M — cosdj, — M — sino), — ]\I — (7i cosu + /sinto ;.

P P P

La force centrifuge composée provenant de la rotation autour de Az
étant perpendiculaire au plan vertical A'AA,, il n'y a pas à eu tenu'

compte.

Il reste à considérer les forces d'inertie du mouvement relatif consi-

déré comme absolu.

Ce mouvement consistant dans la rotation du wagon autour de Az,

en même temps que les roues et les essieux tournent autour de leurs

axes respectifs, il y aura deux parties distinctes dans les forces d'iner-

tie, celles qui proviennent de la rotation du wagon autour de As, abs-

Journ, Je Math. (3' série), tome III. — Février 1S77. 9
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traction faite du mouvement particulier des roues, et celles qui se

rapportent à ce dernier mouvement.

Dans la rotation autour de Az, la force d'inertie pour un point p de

masse m se décompose en deux, l'une dirigée suivant Ap, l'autre per-

pendiculaire à cette ligne. Lapremièreestégaleà //2.pA.(-^j , son mo-

ment est nul, et ses composantes

+,„.Ai.(5y, -^,u.pi.{^^y

donnent, en les ajoutant aux composantes semblables relatives aux

autres |)oints,

d
La seconde, égale à m.pk .-r-r» donne de même les composantes

-+- Mh——, — I\I/-—-.

et le moment

dl'

Nous n'avons plus à tenir compte que des forces d'inertie provenant

des mouvements des roues, forces très-faibles il est vrai, mais dont la

considération présente un certain intérêt.

Nous négligerons l'influence de la rotation des essieux et des moyeux

des roues, en ne considérant que les jantes dont la masse sera supposée

concentrée à la circonférence.

Soit d'abord la roue tangente en A au rail S [fig. 4); elle tourne

autour d'un axe qu'on peut supposer horizontal. On n'a à calculer que

la force d'inertie provenant du mouvement de la roue relativement à

son centre; car l'accélération relative d'un point de la roue se compose

de celle qui provient de la rotation autour de Az et dont il a été tenu

compte, et de celle qui résulte de la rotation de la roue.

L'accélération relative au centre, pour les différents points de la

roue, ne donne rien, puisque deux points m, vi diamétralement op-

posés donneront des accélérations relatives égales et contraires.
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Pour l'accélération centrifuge composée, comme la vitesse relative

est tangente au cercle, on voit que, pour deux points m, m, situés

sur une même verticale, les accélérations considérées seront perpendi-

culaires au j)lan de la roue, la première o dirigée du côté de la coiica-

vite de la courbe, la seconde -p, en sens contraire. Leurs valeurs sont

égales, et, si l'on remarque que sin o = sin/;«< = -; en appelant su

la longueur de la corde verticale mm,^ et que, très-sensiblement,

I> = -, i^^ ^ V, on aura
P

? = ?.

\- u
2

Les forces d'inertie, opposées aux accélérations précédentes, ont pour

valeur commune 2m et constituent un couple dont le moment
P

> '

est — [\m La sonune des couples semblables pour les quatre roues

sera — iGm— Imu^, et, comme le rayon de gyration d'une circon-

férence de rayon r autour d'un diamètre est —=•, on aura, pour la
y/?.

somme précédente,

- 8M,r-.
P

Nous négligeons, dans le calcul de la force d'inertie provenant du

mouvement propre des roues, l'influence de la rotation autour de Az,

que l'on pourrait calculer d'ailleurs facilement.

9--
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D'après tout ce qui précède, les équations cherchées seront, en sup-

posant la force F positive dans le sens A, A,

MA^ + M Z (^V + M — cosoi — M e- sin w — F = o

,

(It- \dt j f
" '

— M/-^ +MA (-^V — M — sinoj — Me-cos&j + N 4- N, = o,
dt' \dt I p

° ' '

M — {hcos'j) -+- Zsinw)

— Mg{lcos'ji — /rsinw) + a/N, — 8M,/'— = o;

ou bien, en posant

N N, ,. F M,

IM M ^ M ^ M

on déduira des équations qui précèdent les valeurs suivantes :

2ln — {2I- — I')-jT " ^^^' (t) (Acosw — /sinu)

+ g(/cosw +- A sin w) — 8;j.r—

5

2/«, = I"";^ -^ (^^ cosw +• Zsin w) + g(/cosw — /isinw) -+- 8 a/-—

Si l'on appelle s l'arc compté depuis une origine quelconque, de façon

que s croisse avec le temps, on aura

ds — Vdt,

et, faisant disparaître le temps des équations qui précèdent, elles de-

viennent

(i) f=^hY'^ +/V=(^y+ycoso3-gsin«,

1 2/« = (a/^-I-)Y-Ç^ ^2lh\^(^]' -~(hcos^ .-/sinto)

(2)
'

' ds- \ds J p '
'

\ + g(Z cosw + Zisin w) — 8jxr—

»

(3) 2/7i,= l-V-—— H (Acosco+ Zsinu'+ gfZcosi) — /2sinw)-+-8u.r —

•
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Telles sonl les formules qui feront connaître les quantitésy, n, n,, et

par suite les réactions F, N, N,, quand la vitesse, la forme de la courbe

et la loi du dévers seront données.

La stabilité du wagon sera assurée si ces données sont telles que Von

ait

y = O, 7i > o, //, > o.

L'équation (i), en y faisant^"= o, établit une relation entre p et w,

c'e!>t-à-dire enire la forme de la courbe et la loi du dévers; en d'autres

termes, si l'on se donne la forme de la courbe, l'équation fournira la

loi correspondante pour le dévers, et réciproquement; mais une courbe

déterminée et la loi coirespondante pour oj ne constituent une solulion

admissible du problème posé qu'autant que les valeurs de n et de «,

fournies par les formules (2) et (3) sont positives.

II.

Occupons-nous maintenant de la réalisation des conditions de stabilité.

Le raccordement par un arc de cercle langent aux deux aligne-

ments droits étant le plus facile à tracer, nous le considérerons en

premier lieu. Le dévers, nul d'abord, croîtra d'une manière continue

jusqu'à une valeur maxinia w, déterminée par la vitesse du train et le

rayon de courbure de la voie, de telle façon qu'avec ce dévers con-

stant les conditions de stabilité soient remplies sur l'arc de cercle,

après quoi le dévers décroîtra jusqu'à s'annuler.

La valeur de w, se tirera de la formule ^1) qui donne, pour le cas

actuel,

tangw, = —

5

valeur qui est telle que la résullante des forces P, Q {Jig. 3) sort nor-

male à AA,.

Les formules (2) et (3) donnent alors

?.ln = g(/cosw, 4- h sinco,) (/icosw, — /sincu,) — 8[.i.r—

,

iln,^ g(/cosoj| — h sin w,) H (Acosw, + /siuo),) -f- S/Jir—

;
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et, comme w,, et par suite — > est une quantité qti on suppose petite, les

valeurs de Ji et h, sont positives, et, si l'on néglige les quantités de

l'ordre de uj, on aura

ij , = — 5 n = 4,'-i 7 — ' "t= —I- 4 M 7 — '

g c 2 ' l p 2 ' t p

r V
d'où l'on voit que la différence des pressions est 8 M, - — > quantité de

' *
i p ^

l'ordre de w.

Cherchons actuellement comment le dévers variable doit être établi

sur l'arc de cercle.

On a pour cela à intégrer l'équation

dans laquelle p est supposé constant.

Par luie première intégration, on trouve, a étant une constante ar-

bitraire,

La valeur initiale w„ de o) sur l'arc de cercle ne doit pas être nulle,

car -j^ serait initialement négatif d'après (4), et, par suite, l'angle

formé avec l'horizon par la tangente au rail en dévers irait d'abord en

décroissant pour croître ensuite, c'est-à-dire que, si l'on développait

sur un plan le cylindre vertical ayant le rail en dévers pour directrice,

la transformée de cette ligne présenterait une inflexion, ce qu'il est

convenable d'éviter. Par suite, on ?ie doit pas passer sur l'arc de cercle

sans un déi>ers initial, et ilfaut alors que le dévers soit distribué partie

sur l'alignement, partie sur le cercle.

On aura, d'après cela, pour la constante a, en appelant « la valeur

initiale de -—

j

as

'

« = j«^+ IF^, [(I?
+ 7) cosco- (^' - '^ sincoo] je-".
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L'intégration de l'équation (5) dépend d'une quadrature que l'on ne

peut effectuer que par approximation.

Nous considérerons à cet effet les qnanlifés oj, -p-? -tt et leurs va-
' ' ds ds-

leurs initiales comme des infiniment pctils du premier ordre, ainsi que

V- I

le maximum — de w, et a fortiori -- Les résultats obtenus de la sorte

seront d'autant plus approchés que la vitesse V, qu'on peut modifier

dans le voisinage du raccordement, sera plus petite, et que le rayon p

sera plus grand.

Si alors, dans l'équation (j), on néglige les termes d'ordre supé-

rieur au second, on aura une équation de la forme

d,

(6) (^j =Aw^+ 2Bw-f-C,

et, dans le calcul du coefficient A, on pourra négliger tout ce qui est

infiniment petit, dans celui de B, tout ce qui est d'ordre supérieur au

premier, et, dans celui de C, tout ce qui est d'ordre supérieur au

second.

On a d'abord

P I s/i

C = « —

lo-^-l^n v'



.^2 J- COLLET.

On voit qiieB est tlu premier ordre, et il est facile de vérifier que

tous les termes finis ou du premier ordre disparaissent de l'expres-

sion de C, qui se trouve être alors du second ordre; et, par suite,

tous les termes de l'équation (6) sont du même ordre infinitésimal.

Si l'on convient de compter s, pour chaque arc de raccordement,

du point de contact le plus voisin avec l'alignement droit, on aura,

pour w croissant ou décroissant, Log étant la caractéristique des loga-

rithmes uépériens.

— , Aw ^ B-h v/A(A»2 -i-2B(i

(7) .^A = Log
-i- B -f- v'A(AwJ-l- 2Bw„-J- C)

la constante d'intégration ayant été déterminée par la condition que

pour s = o on ail u = w,,.

En posant

R = \o)o 4- B + vAl.Aw;; + aBwo + Cj,

on tirera de l'équation (7 ,
pour la loi du dévers variable sur un arc

de cercle, la formule

R ,Ja B- — AC _sv/a B
;8) 0) = — e'-H ^r-e ---T.

dans laquelle tous les termes sont bien du premier ordre.

Enfin la longueur de l'arc de cercle qui reçoit le dévers variable

de Mo à '-0, sera donnée par la formule (7), dans laquelle on rempla-

cera w par «,.

Si l'on compare la solution approchée (8) à l'équation (4;, on vé-

rifie facilement qu'elle est l'intégrale exacte de cette équation quand

on n'y conserve que les termes du premier ordre.

Pour compléter la solution précédente, il reste à considérer la

distribution du dévers sur l'alignement droit entre les limites zéro

et (J)g.

L'équation (4,', ^n y faisant p = x , devient
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et donne, par une première intégration,

la constante n' ayant pour v;ileiir

V',A'-i-4/=)'

a' étant la valeur initiale de , sur ralienenicnt droit.
Ils '-'

En intégrant, comme pour le cercle, l'équation 10} par approxi-

mation, on trouvera

(ri) , = Vy/-Log—?^ —^
;

d'où l'on tire, |)our la loi du dévers.

(.2) -=^\/^[^^^"-«~^

solution qui vérifie l'équation (9) réduite à ses termes du premier

ordre. On voit que «' ne peut être nul, et, par suite, que la courbe

formée par le rail en dévers sur l'alignement droit n'est pas tangenle à

la portion rectiligne de cet alignement, et qu'il y a comme un point

anguleux à son origine.

La longueur de l'alignement droit en dévers s'obtiendra de la for-

mule (11), eu y faisant w = fij„, et elle ne dépendra que de a' après

que Wq ^i"'3 é'^ fix^'- Si l'on veut que l'arc de cercle soit tangent à

l'origine au rail en dévers de l'alignement droit, il faut que — ait

à ce point la même valeur pour les deux lignes, ce qui conduit à la

condition

a- — a - =
/iV»

qui relie les trois quantités a, «', oi,,, dont deux restent indé-

terminées.

Journ. de Maih. Ci» série), tome UL — Mins 1877. W
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Enfin, pour le calcul des pressions dans le raccordement circu-

laire, en ne conservant, dans les formules (2) et (3), que les termes

d'ordre inférieur au second, on aura

2ln = (2/' — l°iV--7^ + g/ + g//oo — h — — 8ar—

,

2I/1, = V \- "vv + gi — fi/' w + /' 1-8 u.r—;
ils- u u c'a

et, avec la même approximation, 4) donne

(f'w ga 1

di'' h\' ph

Substituant cette valeur dans les équations précédentes, et se rap-

pelant que

P = 1= + h- -I- l-,

2/„ = .,/+ (j -g«) —^ - S;j.r-,

valeurs qui seront po.-<iiives, comme leur partie principale g/.

En faisant p = ce
, dans les formules précédentes, on aura, pour

l'alignement droit en dévers,

/ 7
lo-^' 7 7 IJ+''

Le problèuie du raccordement, au moyen d'un arc de cercle, serait

donc théoriquement résolu par les formules qui précédent, mais la

complication de la loi correspondante du dévers se refuse à toute

application. Posons donc la question en sens inverse, en nous don-

nant la loi la plus simple pour le dévers, qui est la répartition uni-

formément croissante ou décroissante, et proposons donc de cher-

cher quelle doit être la courbe pour ([ue le dévers varie uniformément.
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En comptant l'arc du point de contact avec l'alignement droit, on

aura
(la tl''j>

w = as, —- z= K, -—- = o,
(is fis-

et réqiialion (4) deviendra

(i3 Za- — —
- siiiaj H— cosa5 ^ o.

\ - û

RHpportons la courbe au prolongement de l'alignenienl pour axe

des a-, et à sa perpendiculaire dirigée horizontalement du côté de

la concavité pour axe des j-, l'origine des coordonnées étant l'origine

(Ix
de l'iirc. En 1 osant -, ^= P, d'où

' ris '

l'équation (i3 devient
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ce qui montre que le premier membre et, par suite, -- sont infiniment

petits de l'ordre de w ou de a. Eu développant alors ce premier mem-

bre, il deviendra

et, ne conservant que les termes du |)remier ordre dans les deux mem-

bres de l'équation, on aura, en intégrant,

(•5) J' = B''^

où l'on pourra même remplacer s par .r, ce qui donnera, pour l'équa-

tion de la courbe cherchée,

(.6) j^-^~jc'.

On vérifie facilement que celle solution satisfait à l'équation i3
:

quand on n'y conserve que les termes du premier ordre. Cette équa-

tion devient alors

jSi' — — ou (Sw = — :

d'où l'on voit que la courbe a|iprocliée jouit de cette propriété que

le rayon de courbure varie en raison inverse de la longueur de l'arc;

et, par suite, que le dévers varie en raison inverse du rayon de cour-

hure.

Pour les pressions, si, dans les formules 2) et (3), on fait oj = as,

-= ^1 on aura, en négligeant les termes d'ordre supérieur au pre-

mier,

lin = gl — Su.grc/.s,

2ln, — gl -+- Su.grxs,

quantités qui sont positives.

La courbe (iG) est facile à construire, et le raccordement se com-

posera d'un arc de cercle de rayon p, avec dévers constant w, = — et
g?>

de deux courbes suivant lesquelles le dévers variera uniformément.
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Or le rayon de courbure de chacune de ces courbes, au point de con-

tact avec le cercle, est précisément p,, et, par suite, l'orc de cercle

sera osculateur aux deujc courbes, qui ont d ailleurs chacune un con -

tact du second ordre avec l'alignement droit correspondant.

On atnait pu, partant de l'équ.ilion (i5), calculer rigoureusement x
el y en fouclion d'une variable auxiliaire.

En posant — = 27^" el y = z', on lire de (1 5)

dx --= 'ôdz Si
h' - 1'

,

et, posant r = Acosç, on trouve

X =^ b^ cos ç V ' — ^'O'»' Ç -1 ï— h' I
' -=

^
— F

( ^1 -^ M '

r = b^ los''^,

F étant la caracténstique de la fonction elliptique de première espèce.

Mais ces résidtats n'ont pas d'ulililé pratique.

Nous venons de trouver une méthode de raccordement qui satisfait

.sensiblement à toutes les conditions de stabilité, sans |irésenter de

grandes difticidlcs d'exécution. Nous dirons cependant, en terminant

cette élude, quelques mots de la disposition la plus avantngeuse à

donner au raccordement quand on lient à n'employer que l'arc de

cercle comme courbe et une distribution uniforme du dévers, ce

qu'on peut faire quand le rayon du cercle est très-grand, et cela d'au-

tant mieux qu'il ne peut y avoir de solution exacte commune pour

des trains de vitesses différentes.

Si l'on suppose que le dévers soit distribué uniformément sur l'ali-

gnement droit entre les limites zéro et a)„, suivant la formule « = aj,

et, sur l'arc de cercle, de u„ à w,, suivant la formule w ^ coo + ^s, en

comptant J, sur l'alignement droit, du point où commence le dévers,

et, sur le cercle, du point où conunence la courbe, on aura sur la

droite

J = l\- c/r — y sinaJ,

et sur le cercle

J, = l\'['j- H cos{ojo + [jS^ — g siuyWg + ^s),
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on, en négligeant les quantités d'ordre supérieur au premier,

^- f
^''

r
J = - ^«^. J' = j- S '^0

-

SP^-

On voit que la pression, pour la droite, est dirigée du côté de la con-

vexité de la courbe, qu'elle augmente avec s et atteint son maximum

çwo au point de contact avec le cercle. L'inverse a lieu pour la pres-

sion sur le cercle : elle est initialement dirigée vers la convexité et

égale à &Wo) quantité positive, puisqu on a o^o < w, = — ; elle

décroît ensuite et s'annule quand le dévers prend la valeur con-

stante w,, qui convient à la vitesse supposée et au rayon du cercle

considéré; donc, en passant de la droite sur le cercle, la pression

change brusquement de sens, et cela pouvait d'ailleurs se voir a priori.

Si l'on entrait en courbe sans dévers, la pression initiale serait —5

plus grande que celle qu'on avait précédemment, et l'on voit que, si

la répartition du dévers se fait par parties égales sur la droite et sur

le cercle, la pression maxiuia ne sera que la moitié de ce qu'elle serait

dans le cas où l'arc de cercle serait seul en devers. On a alors, en effet,

(1) V-
Wo= —

' ^—-i et la pression maxiina, au point dé contact de la droite

et du cercle, a sur ces deux lignes la même valeur — et change brus-

quement de sens en ce point, circonstance favorable à la stabilité du

wagon.

Telle est donc la construction qui sera la plus avantageuse si Ion

s'astreint à n'eniploj'er que des cercles pour courbes et des dévers

uniformément croissants.

Quant aux pressions, on les calculera facilement au moyen des for-

mules (2) et (3), en y remplaçant p et w par les valeurs relatives au

cas actuel.
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Développements sur la question du mouvement d'un point

matériel sur une surface ;

Par m. h. RESAL.

Cette question, ayant été traitée bien des lois, devrait être consi-

dérée comme épuisée. Je crois cependant être arrivé à quelques ré-

sultats nouveaux, que je me propose de faire connaître dans ce

travail.

Pour éviter toute confusion, j'eni])loierai la caractéristique i"^ pour

désigner les dllféreiitieilos partielles, en réservant la lettre f/ pour ca-

ractériser les diliércnlielles totales.

Coordonnées rectangulaires .

Soient

in F(j:,j, s)=o

l'équation de la surface;

N sa réaction sur un point mobile m;

V la vitesse de ce point au bout tlu temps t;

(Is = \>dt l'élément de chemin;

X, Y, Z les composantos de la force extérieure F qui agit sur le mo-
bile, parallèles aux axes Ox, Oj, Oz;

Ci, /3, y et X, [x, v les angles que forment respectivement avec les axes

ci-dessus les directions de v et de N.
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On a

(5) ÎCOS'/ :=^ COS 3 dcOS y. — COS y. cl COifj [' \,

et l'équation [a] peul se mettre sous In l'orme suivante :

- cos7'^= Xcos,'; — Ycosx -^ ^'coslcosf' — cos/j. cosa'i.

((i;

et de nu'ine

j-cosp'= ZcosK — Xcos-/ — N cosv cosa — ces), cos-/),

I

- cosa' = Ycosy - ZcoSj'5 -i- N cosa cosy — cosvcos/5).

Si désigne l'angle formé par la binormalc à la trajectoire avec la

normale à la siuface, ou a

(c) coaO — cosa' cosX -+- cosp' cos/j. h- cos'/ cosv,

avec les relations

cosacosÀ -f- coSjj cosjj. -+-cosycosv — o,
(d)

cosa cosa -t- cosjicosp + cos'/cosy =:; o.

Si l'on ajoute membre à membre les équations (6) multipliées res-

pectivement par cosv, cosa, cosX, on trouve, eu égard aux relations

précédentes,

,

J

- cosô =; X(coS|'3 cosv — cosy cosju.; -h Y(cosycos/ — cosa cosv)

( -h Z(cosacos,u. — cos|3cosX).

Le premier membre de cette équation est le quotient du carré de

la vitesse par le rayon de courbure géodésique; dans le second

[*] Menons en effet, ])ar l'origine O, deux droites d'une longueur égale ù l'unité

et parallèles à deux tangentes consécutives, et joignons leurs extrémités; nous obtien-

drons ainsi un trianj^le infinitésimal. La fornuile
i 5) n'exprime autre chose (juc l'éga-

lité de deux expressions de la projection de l'aire de ce triangle sur le plan xOj^.

Joiirri. de Math. (3° série), tome III. — IMaks 1^77. ' '
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membre, le coefficient de Z, p;ir exemple, est le cosinus de l'angle

formé par la tangente à la trajectoire avec l'axe Oz['J.

On a donc ce théorème peu connu, auquel j'étais arrivé, il y a bien

des années, par des considérations géométriques :

Lu composante de la Jbrce extérieure suh'ant la perpendiculaire à

la vitesse, comprise dam le plan tangent, est égale au produit de la

vitesse par la courbure géodésique de la trajectoire.

Si l'on ajoute entre elles les équations {a), {a'), {a"), après les

avoir multipliées respectivement par cosX, cosp., cosv, et que l'on ait

égard à la première des relations (r/), on trouve

, r/cosa f/cosS d cosy
cosA —

;

h cos u. —, r cosv ,

as ' as as

^ Xcos), + Y cos y. -i- Zcosv -t- N.

Soient a", /3", •/' les angles formés par la normale principale de la

trajectoire avec les axes Ojt, O}-, Oz; on a

, . „ (/cosa „,, rfcosS
ie) cosK = —^— ? cosji — —;—

)

et l'équation précédente peut, par suite, se mettre sons la forme

- (cosa cosa" -f- cosi^ cos/5" -i- cosy cosy"
j

= XcosX -^ Ycos|j: + Zcosv -+- N.

Or le coefficient de - est le cosinus de l'angle formé par la nor-

male principale à la trajectoire avec la normale à la surface, et p divisé

[*] En effet, menons, par l'origine, deux droites Oa, Oi d'une longueur égale a

l'unité, respectivement parallèles à i' et à N; joignons ah; élevons en la perpendi-

culaire Oc au plan du triangle aQb, égale à la valeur numérique de l'aire de ce

triangle : si l'on exprime que la projection de Oc sur 0; est égale à la projection de

l'aire aOè sur le plan xÇ)y^ on arrive au résultat énoncé.

["] On arrive immédiatement à ces formules (démonstration de M. Serret] en

projetant successivement sur les trois axes le contour du triangle inlinitésimal de la

note de la page précédente.
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par ce cosinus est égal au ravon de courbure F de la section normale à

la surfacf! passant par la direction de la vitesse.

L'équation ci-dessus peut donc se mettre sous cette forme

(8) N = - — (X cos). H- Y cos/j. -+- Z cosv)
;

d'où ce théorème, que l'on démontre facdement |iar la (iéométrie :

La réaction de la surface, est égale au quotient du carré de la vitesse

par le rajon de courbure de la section norniaie menée par la direction

de cette vitesse, diminué de la composante de lajorce extérieure nor-

male à la surface , le sens positif de cette composante étant celui de

la réaction.

Si l'on ajoute membre à membre les équations [a], [a'), (u"', après

les avoir multipliées respectivement par cosa, cos/3, cosy, on

trouve

(9) — =^ X cosK -+- Ycos,'; -f- Z cosy,

comme on devait le prévoir.

Ainsi, au système des équations {a], («'), (a"j, on j)eut substituer

le système des équations (7), (8) et (9), dont une seule d'entre elles

renferme la réaction de la surface dont on poiura, par suite, trouver

la valeur lorsque les éléments du mouvement seront connus.

L'équation qui, jointe à l'équation (i), doit déterminer la forme

de la trajectoire, ne peut résulter que de l'élimination du temps entre

les équations (7) et (9), et c'est cette élimination que nous allons faire

dans le cas où la force extérieure dérive d'un potentiel M (a:, y, z).

Nous pouvons substituer à l'équation (9) celle des forces vives qui

s'en déduit, ou

("9') i'- = 2W -^ C,

C étant une constante.

Nous avons

^^' ^'^ ^T



84 II. RESAI..

En ayant égard à la formule (c), l'équation (7) peut se mettre sous

la forme

— (êcosk'cos), h- £cos5'cosfx H- jcos-y'cosv'l

r= X(coS|'3cosv — cos-ycosu,) + Y^cosycos), — cosacosv)

-f- Z cosacosrj. — coSj'S cosX).

Mainlenant, dans le premier membre de cette équation, on sub-

stitue à acosa', £COS('5', £C0S'/ leurs valeurs déduites de la foriiude(5)

et de ses deux analogues; on trouve

-- [ cosyf/cosj'î — coSjj rfcosyjcosX -+- cosar/cosy — cosyr/cos« cosu.

+ (cosj'3 f/cosa — cosar/coS|3 cosv]

= X(cosjScos./ — cosycosju.) -i- Y(cos'ycosX — cosacosv

H- Z cosacos^jL — cosp cosX)
;

mais on a

jcosfl cos'/f/cosp — cosprfcosy

COS7 cos'y

par suite,

— COS^VCOSArf + COS-'«COSU,(7 =- H- COS" ,5 COSVfl r
ds \

' COS7 ' cosa ' eosfi/

= X(cospcosv — cosycos|x) + Y(cosycosX — cosfzcosv

-t- Z(cosacos^a — cosjScosX),

ou, en vertu des formules (2), (3), (9'), (lo),

, (2 1 -î- (j) y-jj, :^ J^ \j^^ ^ d? ï}ds [dij
"^

d>' iz (is \dj- I \

'

_ fdy JF (i: dF\ ^'V ( dz iV dx 3F\ 3H'

" '
I

~ \ds ïz ~ 'd's '^j ïx
^" \ds^'~ ~d~s îlj Ir

I
id.r ^F dy JF\ ^M'

\ \ ds '!>y ds ^.r J iz

Telle est l'équation cherchée qui est symétrique par rapport aux

coordonnées et qui ne me paraît pas avoir été donnée jusqu'à

présent.



:\rouvE:*rENT d'ln point iniatériel sir i ne surface. 85

En siipposHiit *F =:= o, on obtiendra, pour l'équation différentielle

(les lignes géodésiques de la surface F = o,

équation dans laquelle on choisira la variable la plus conveiiahlr dans

la question que l'on aura à traiter.

Supposons que l'équalioii de la surface puisse se mettre sous la

forme

(ri) z^f[x,r)',

nous aurons

-— = — — 1 —-=: — r— > r— =T,

et, en prenant x pour variable, l'équation (12) deviendra

y /rf^ dz _ dx diz\
_^ ^ rf^

^_ £li- ^ Q
i).c\d.r- do: dx clx^ j iy dx^ dx'

Or on a

dz _ ,V , y dy

dx ix ^y dx

rfa;' ix' ' ix!>y dx dy^ dx' dy dx''

et l'équation différentielle des lignes géodésiques en projection sur le

plan .rOr est, par suite,

(•4)

'llLi ^^Zl <^T\ ^ ^ll^^'Èl ^ (^l^^I _ ^^ K\ ^
dx' \ c^x' iy'j iy^ ix dx' \D/' iy ^^iX !>x/ d^

ixiy ^y ^x' !)x) dx ix'' iy

S'il s'agit d'une surface sinueuse, différant assez peu du plan

moyen a:0} pour que l'on puisse négliger les secondes puissances

de 2 et de ses dérivées partielles premières et secondes, on voit,

d'après cette équation, que la projection sur le plan moyen d'inie
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ligne géodésiqiie sera, aux ternies du second ordre près, une ligne

droite; conséquence qui pourrait peut-être avoir une certaine utilité

dans l'art du nivellement.

Coordonnées c ylindriques

.

Conservons à N la inènie signification que plus haut.

Soient [fig. i)

z = mn l'ordonnée du point mobile m parallèle à l'axe Os;

r= nii = Oh = v la distance du point à cet axe;

Q l'angle formé par On avec Ox;

(l) F(/', 9, 2) =

1 équation de la surface fixe;

R, P, Z Us composantes de la force extérieure F suivant les direc-

tions de /•, de la perpendiculaire à ce rayon menée parallèlement

au plan .rO)', et de la parallèle en m à Oz.

Fie. I.

Nous supposerons que la force extérieure F dérive d'un potentiel

Wir, o, z),

de sorte que nous aurons, poin- l'expression du travail virtuel pour

un déplaceiuent quelconque,

R ')/' + Vr!)0 -\- Zâz = '^ 5r + '?' ùo + ^' ^z,
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d'où

yr >n- >4-

Le principe des forces vives donne, en appehint C une constante.

dt'
= 24 4- c,

et, en posant
dis ,
-7^ = '0, W = i)",

cette équation prend la forme

Soient À, fi, v les angles formés par la direction de N avec celles

de R, P, Z; on a, en exprimant que le travail virtuel de la réac-

tion N de la surface est nul, pour un déplacement quelconque sin- la

surface,

Ncos). or -r- Ncosu.-^o''^ — Ncosvjz = o;

mais on a aussi

T- vr -, — /oc -h r- oz = o,

u ou, par comparaison,

I JF I }F I iJF

(4) COS/. = - —-, COSU, — r-; cosv — - —,

en posant

L'équation dn mouvement en projection sur l'axe Oz est

^ — Z — Ncosv,
dt'

'

ou
dz

drA -—
U ^ — Z — N COSV.
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ou encore, en développant,

6 _+,<--= Z + Ncosv.
\ ' 1. dtf fini af

En projetant le mouvement sur le plan ^O^ , et prenant les mo-

ments par rapport an point O, on trouve

—— — Pr+ N/'cos/jL,

d'où

cl,

.. , = Pr -!- Ncosa/-,

et enfin, en développant,

(n) - — -H 2f/ — = P + Ncosu.
^ ' ' y. (l'ij a^ '

Si nous considérons la projection n de m sur le plan xOy comme
un mobile animé d'un mouvement relatif suivant la droite indé-

finie 0«, qui se meut avec la vitesse angulaire o, on a (théorème de

Coriolis), en remarquant que les forces d'entraînement r -j- et centri-

fuge composée sont perpendiculaires à On,

-rr = R + oj-r -f- N cosX,
rit'

d'où, en opérant comme pour l'établissement de la formule (6),

(8) - -T- -r -H it -,- = R H- w + NcosX.

Les équations (3), (6), (7), (8), dans les trois dernières desquelles

on devra remplacer P, R, Z et X, fx, v parleurs valeurs (2) et (4), per-

mettront d'éliminer N, u, -^j et l'on obtiendra ainsi l'équalion qui.
dm ' *

jointe à l'équation (1), déterminera la nature de la trajectoire; mais

il peut arriver qu'il devienne inutile d'emplojer ces quatre équa-

tions, équations dont l'une rentre dans les autres, ef qu'il soit plus
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aviiiilagt'ux de substituer à l'une des trois dernières celle que l'on

obtient en différentiaut la première, ce qui se présente notamment dans

l'un des exemples suivants.

Mouvement d'un point sur un hélicoïde gauche.

Soit

z = Aç

l'équation de l'hélicoïde, k étant une constante.

Comme on a X= 90°, la réaction N disparaît de l'équation 8
,
qu'd

convient alors de joindre à l'équation (3); ces équations deviennent

:3') (r'H-A--^;)«=aT-^c,

(lu i!r ( ilr >

En différentiaut la première, ori trouve

(' + '• - 1:) z; - -' £ (^ - 9) -«< - " - "i") •

d'où, en en retranchant l'équation (8'), multipliée par —

>

(9) ('•' + A') % --
^"''T, ^n^''-^ Q^J.

équation qui, dans certains cas, pourra être substituée avec avantage

à l'une des équations (3') et (8').

1° La force qui sollicite le mobile est dirigée sui^'ant le rayon r et

est uneJonction de ce rayon.

Soit donc M =/(/•), y étant une fonction donnée du rayon;

comme on a P = o, Q = o, il convient d'employer l'équation (9),

qui se réduit à

Journ. de Math. (3' série), tome III. — Mars 1877. '2
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d'où

A étant une constante positive dépendant des conditions initiales du

mouvement.

L'équation (3') devient alois

d'où

dr

:'°) ^^^JVf /î')[2/(r)H-c-A(/-=-T-X-^)]

Ce problème se trouve ainsi ramené à une quadrature.

Si l'on suppose ^(r) = G, l'équation (lo) devient, en comprenant

dans C la constante — AA:^,

' ^Js/(''-

dr

ce qui est l'équation générale des lignes géodésiques de l'hélicoîde.

1° L'axe de l'hélicoîde est vertical et le point mobile n'est sollicité

que par la pesanteur.

On a Q = — g, R = o, P = o, et les équations (8') et (9 ile-

viennent
(lu dr td-r \ _
dto d<^

\ ^f^ /

, ,„ du / 'tr 1

(' +^'^7^ + ^i^r - = - 2gk.

d'où, par 1 élimination de—»

mais on a aussi

r^;-^)
('•-*•)--£

r-- H- A-' +
j^^

U^ - 2gk{'^ + X),
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y. étant une constante; tl'oi'i, pour l'équation cherchée,

^= + ^^- = .(ç + «)[(g-,-)(.^-i-F}-.,;;^J.
(•//•' \ (Ir

Mouvement d'un point pesant sur la surface intérieure

d'un cylindre incliné sur l'horizon.

Nous supposerons le plan .rOc vertical; si / est l'angle que forme

l'axe Oz (lu cylindre avec l'horizon, on a, pour la distance Ç du point

mobile au plan horizontal passant par Or,

^ r= zsin/ + rcoso cos/,

par suite

^' = ^'zsini -r- /-cosç cosj),

t' = —r = — i7SinçiCos?.
rdsf ° '

Supposons que le mobile jiarte du repos, que l'on fasse passer le

plan xOy par sa position initiale, et soit y„ la valeur de ç correspon-

dant à cette position. Les équations 3) et (7) nous donneront

"('" "^
Z^l

~ 2^[zsinz -t- /-(cosç; — cos'^„' cos/],

r du
- -7- = — ijsui'j cosi;

de cette dernière on tire

•}. s cos ( , ,

u = —^—— (coss — cospoi,

et, en portant cette valeur dans la première, on trouve

dz' rt.Tng/j

rfo' cos (y — cosso

d'où

T/lang/ /
"^

4 |_.'ç:, \/cOSç - COSO.J



ga H. RESAL.

Formules applicables au cas on la surface est de révolution.

Soit z=y(r) l'équation de la surface; comme on a /Ji = 90°, il

sera convenable cremjiloyer les équations (3) et (7) et celle qui résulte

de la différentiation de la première, ce qui donne

r du dr _,
- — + 1U-J- = V,
2 drif dy

= b| + p.-.z/'(,.)|.

On obtiendra l'équation cherchée en éliminant entre les précédentes

du
u et —

•

do

Si P = o, la seconde de ces équation;, donne

ur' =: const. A,

ce qui devait être, en vertu du principe des aires; la troisième devient

inutile, et la première donne

On voit, d'après cela, qiie l'équation générale des lignes géodé-

siques sera de la forme

B étant une constante
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Coordonnées sphériques.

Soient (Jig. 2) :

Om =: r le rayon vecteur du mobile;

n sa projection sur le plan lO)
;

o l'angle formé par ou avec Qx;

l'angle mOz;

(i) F(/-, 9. 5] = o

l'équation do la surface;

R, M, P les composantes de la force extérieure F suivant /•, la méri-

dienne et le parallèle;

M'/-, ->, 5) le potentiel.
Fig. 1.

Le travail élémentaire de la force F étant

"^U' .^V ^U'

Rr//- + ^IrdO ^ VnmOd: ^Ç-dr-^Z^^ -+- ^-c^o,
' dr J9 c'9

on a les relations

(-) • R-=?' M = ^, p = -^?:.
' ' ir rJ9 rsin9 îç

Si nous désignons par ), , u., v les angles que forme la normale

avec les directions de R, M, P, on a, en exprimant que le travail

élémentaire de la réaction N est nul pour tout déplacement sur la

surface,

NcosÀor '.- Ncosa./'j5 H- Ncosvr sinç'r> -- o;
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niais on a aussi

— 0/' ^- -^ /'o5 H r—z — rsinsoc = o,
i^r r^9 rsinS i^.y

d'où

, I ^F I c>F I ^F
(3^ CO.-). = - —-î COSU. = — --) COSV = r r-

»

en posant

//^F\2 yi i^'Fx^ / I JF\-

Le principe des forces vives donne

ilt^
2>I-hC,

et, en posant w= -t^j oj- = u, cette (cpiation prend la forme sni-

vante :

5) m( -7-1 i- /'-SM)-5| = al 4-

C

Si l'on projette le mouvement du point sur le plan xOy, et que

l'on prenne les moments par rapport à l'origine, on trouve

rfwr'sin'5 ,^ ^, ^ . ^
, = P H- JS COSV /'SUlî,

d'où

,„. } du . . dr s\nO ,, --
; O

)
- ^- r sm 5 -^- 2 ?^ —;— = P -f- N cos v

.

Le point Ji pouvant être considéré comme animé d'un mouvement

relatif suivant la droite On qui tourne avec la vitesse angulaire w, on

a, en remarquant que les accélérations angulaire et centrifuge com-

posées ne donnent que des composantes perpendiculaires à On,

——— = Rsinô -i-Mcos5 + N(cos). sin0 -i- cosp. cos5) + co^rsinô,

ou

!'

I . , du dr sin 9
- /sni& -— -h U —.
2 dta fly

, = Rsinô 4- M cos 5 -+- N(cosXsin5 + cos/j. cos5) + f/rsin5.
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EnBii, en projetant le inonvement snr Os, on a

—-p^'- = Rcos5 — M sin5 + N(co3Xcosô — cospisinô),

ou

/ r , du (Ir cos
\-COSC/ — -+-M '

(8) • 2 <tf d^

' = R cosÇ — Msin(5 +N (cos). cos 5 — cos|u.sinô).

En éliminant u, — et N entre les équations (5), (6), (7), (8), dont

l'une rentre dans les autres, on ol)tiendra l'équation cherchée.

Ces équations offrant une certaine complication, nous ne les appli-

querons qu'à la recherche des lignes géodésiqnes tracées sur la sur-

face d'un sphéroïde, question qui a été traitée pour la première fois

par Laplace.

Si nous désignons par v la vitesse initiale, les équations (5j, (G^,

(8), les seules dont nous ferons usage, deviennent, lorsque le mobile

n'est sollicité par aucune force extérieure.

U\ — h r &mH)

D
)

/'SMlV - + Au ; = 2NCOSV,
^ ' c/f d<f

f8') rcosô ', + -Ml—-,— ~ aNfcosXcosC — cosasinS),
'

df dy ^ '

d'où, par l'élimination de N,

(9)

du , dr sin 9
r sin S - -r- 4 " —j

du drcnsB cos>cosO — cosusinO
r cos S - •+- lu—

dv itfo

Nous n'avons plus maintenant qu'à considérer les équations f5'

et (9), entre lesquelles nous devrons éliminer u.

Considérons d'abord le cas d'une s[)hére dont, pour simplifier,

nous supposerons le rayon égal à l'unité; comme on a v = 90", l'équa-
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maintenant pour variable :

, . ^ du , ei i -^ e sin9 cosv / . , a rf"\
I I -h £ sin5 — -f- \ii — = —-

1 — 2Hsin& + cosS — ,
" ' M ' M cosfl \ il^l

.

ou, en reniari[uaiit que l'on a

flu ^i i): f/? /'
/., iiif\

M c>0 c>? r/9 \
^ d'il

et, développant,

. du , c/sin6
sni& -7^ + !\u

d9

du ,= -— (cosv
dO ^

s sinO) + 2u ( 2sin!/ cos^i — 2e co<0 — cosv tang5

-h 2 cosv sin-5 —
d')

Au degré d'appioximation convenu, on peut, d après la seconde des

formules (i i), remplacer, dans le second membre de cette équation,

du , r . , . 1— par — 4" col 9, et d vient alors

(.5)

D ""
r "

>u\ 2 sin5 cosa — cosvf langî -f- 2 cot$) — 2 cosv siir 5 -^

Enfin, en remplaçant, dans le même membre, u et -^ par leurs

valeurs (1 1) et (12), on trous

e

. , )/u , r/sin9

(l6) < ih r /, . . - acosvsinft "|
^ M = -1—— I 2 COS& cosa — cosv tango -h 2 cotO] rp — — •

\ sin'9
I

f^ 6 I -^ / j

( L V/. ^"''^-"J

Si, dans les expressions descosa et cosv, on peut éliminer l'angle 9

au moyen de l'équation (i3), ou aura une équation linéaire en «que
l'on intégrera; on développera ensuite les exponentielles eu série, en

s'arrétant aux premiers termes de l'ordre du second membre; on

Journ. (le Math. (3' série), tome III. — Mabs i8»7 i3
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s'.ibstitucra ensuite h) valeur de u dans l'équation '/3') qui, dans le

cas actuel, donne

r M
(,7\ ?:

ce qui fera connaître ç; en fonction de 5.

Supposons, par exemple, que l'on fasse passer le plan zOx par

deux points de la conrhe ou par la tangente en l'un de ses points, saut

à déterminer les constantes en conséquence; 9 et -iz seront de l'ordre

de £; cos|j. et cosv, dans l'équation (i4), seront, par suite, indépen-

dants de ç, et l'on aura

(i8) sin5 — + ^u —rr- = 2u[i sui 5 cosp. — i^tang5 + 2cot5) cosvj.

Nous pourrons représenter u par la première des formules (i i^, eu

considérant h comme une fonction de 5, ce qui nous donnera

— = -T^ ' 2 cos$ cosu, — 1 tanoj + 2 cot 5) cosvl.

2 l'[7 cosS cos u — C""1B* + 3 colSI COSy]rf6

H étant une constante, et le problème se trouse ainsi résolu.
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Mémoire sur les lignes de faîte et de thalweg que l'on est

conduit à considérer en topograpltir;

Par m. breton (de Champ),

Ingùnîeiir en chef tics Ponts et Chaussées en retraite.

Exposé de la (juestion.

I. Le problème auquel ce Mémoire esl consacré peut s'énoncer

en ces termes : Une surjace étant donnée par son équation, trouver les

differe?ites lignes , soit de Jaîte., soit de thalweg, qu'elle présente dans

son étendue. Lorsque je me décidai, il y a nue trentaine d'années, a

publier la première édition de mon Traité du nivellement/] ^va\» cher-

ché vainement la solution de ce problème dans les ouvrages qui étaient

alors le plus répandus. On comprend combien il dut m'en coûter de

laisser subsister dans cette première publication une lacune de cette

importance.

Quelques années plus t. ird, je tus conduit à reconnaître que les no-

tions admises par les auteurs sur les faites et les thalwegs étaient, en

réalité, souvent inexactes. Après avoir appelé l'altentioii des géomètres

sur cet état de choses, je m'apidiquai à sonder moi-même la question.

Ce fut dans le courant de l'année i 867 que je parvins à démêler, pour

la première fois, le véritable caractère mathématique des lignes qu'il

s'agissait de trouver. Cette découverte m'a permis de donner enfin l'essai

de solution du problème ci-dessus, qui forme la Note XII dans la troi-

sième édition do mon Traité du nivellement , publiée en 1873.

Je me propose «le développer ici cette théorie et de l'appliquer à

des exen)i)les convenablement choisis.

2. Dans tout ce qui va suivre, on supposera qu'il s agit d une surface



lOO BRETON (I)F, CHAMP.

rapportée à trois axes ox, oy, oz perpendiculaires entre enx; les deux

premiers ox, oy seront regardés comme horizontaux, et le troisième oz

comme vertical. De plus, il sera nécessaire d'avoir bien présentes à

l'esprit les notions ci-après relatives aux Z/g/?M de niveau et aux lignes

de plus grande pente.

5. Les lignes de niveau d'une surface sont les sections que l'on fait

en la coupant par des plans horizontaux. Si l'équation de la surface

proposée peut être mise sous la forme

les équations de la ligne de niveau située dans le plan ayant pour or-

donnée z„ seront

- = -0, f[^-r) = zo

On tire de celte dernière

dx dy djc

en faisant attention que, par hypothèse, £„ est une constante. C'est là

l'équation différentielle des lignes de niveau. En remj)laçant par p et </

les deu.\ déiivées partielles, et en posant dy ^^ y'dx. celle équation

devient

(«) p + ,ij'=o.

Si l'équalion de la surface est

(F) Fisc, y, z) — o.

on obtiendra l'équation différentielle des lignes de niveau en éliminant

z entre les équations

i. On appelle ligne de plus grande pente d'une surface toute courbe

qui, en chacun de ses points, a pour tangente celle des tangentes à la

surface, en ce même point, qui fait le plus grand angle avec le plan



LIGNES DE FAITE ET DE THALWEG. loi

horizontal. Il est facile de conclure decetle définition que la tangente

à la ligne de plus grande peu le qui passe par un point m île la surface

est perpendiculaire à la trace horizontale du plan tangent mené par

ce point m, et qu'elle est aussi perpendiculaire à la tangente menée

|)ar ce même point à la ligne de niveau qui y passe.

De là ce théorème : Toute ligne de plus grande pente d'une surface

coupe à angle droit toutes les lignes de niveau quelle rencontre sur la

même sur/ace; et, re'ciprocjueme/it, toute courbe cjui jouit de cette pro-

priété' est une ligne de plus giande pente.

o. On peut ajouter, d'après les hypothèses admises ci-dessus, que

les projections de ces deux systèmes de lignes sur le plan liorizontal

xoy formeront deux réseaux tels, que toute ligne de l'un coupera or-

thogonalement toutes les lignes de l'autre.

Il résulte de cette dernière propriété que, si l'équalion de la surface

proposée peut s'écrire

lie sorte que l'équation différenlielle de la projection horizontale des

lignes de niveau soit

(n) p -+- (j)' — o,

comme on l'a vu ci-dessus, l'équalion tlilftrentielle de la projection

liorizontale des lignes de plus grande pente sera

(') P.r'-</ = o-

En effet, si l'on inultipiic la valeur de ^' tirée de cette équation par

celle que donne la précédente, et qu'au produit on ajoute l'unité, on

obtient pour somme zéro; ce qui est, comme on le sait, la condition

nécessaire et suffisante pour que les lignes de ces deux systèmes se

coupent orthogonaiement.

Si l'équation de la surface doit élre employée sous la forme

(F) F{x,r,z) = o,

on aura pour l'équation différentielle de la projection liorizontale des
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lignes de plus grande pente, par un raisonnement semblable,

, rfF dF

Il restera à éliminer z enlre celte dernière équation et celle de la sur-

face. L'équation finale ainsi obtenue pourra être mise sous la forme

(?) ?(^»j-y) = o.

Toutes les fois que, dans la suite de ce travail, il s'agira de l'équation

différentielle de la projection horizontale des ligues de plus grande

pente d'une surface, on devra entendre par là luie équation telle

que (9), ramenée, comme je viens de l'expliquer, à ne renfermer que

.r, y et j'. sans z.

Caractère géométrique par lequel les lignes de Jaîte et de thalweg

se distinguent essentiellement des lignes ordinaires de plus grande

pente.

6 Lorsqu'on cherche à se rendre compte de la manièie dont est

composé le réseau des lignes de plus grande pente d'une surfiice, on

arrive bientôt à reconnaître dans l'étendue de celle-ci un certain

nombre de régions distinctes, auxquelles nous donnerons le nom de

versants, ii cause de leur analogie avec les versants natiu-els, qui jouent

un si grand rôle dans le système orographique et hydrographique

d'une contrée.

Nous ajouterons, en poursuivant cette analogie, que chacun de ces

versants géométriques se termine dans sa partie supérieure à une ligne

de faîte, et dans sa partie inférieure à une ligne de thalweg.

Ces lignes de faîte et de thalweg appartiennent au réseau des lignes

(le plus grande pente de la suiface; mais elles se distinguent essentiel-

lement des autres lignes de ce réseau, c'est-à-dire des lignes ordinaires

(le plus grande pente, par un caractère géométrique dont l'importance

ne saurait être méconnue.

7. Considérons, pour fixer les idées, une ligne de faite séparan
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(Jeux versants opposés. Tonte ligne ordinaire de plus grande penie

issue d'un point situé sur l'un de ces versants, aussi prés qu'on le vou-

dra de celte ligne de faite, descend, en s'éloignanl de celle dernière,

plus nu moins rapidement, pour se rapprocher finalement de la ligne

de thalweg qui règne à la hase dn versant. On peut raisonner d'une

manière analogue stn- les lignes ordinaires de plus grande pente qui,

ayant leur point de dé|)art dans le voisinage d'une ligne de thalweg,

remontent en suivant les déclivités des deux versants qu'elle sé|)are.

vers les lignes de faite qui couronnent ces mêmes versants.

Ainsi donc, toute ligne ordinaire de plus grande pente traverse dans

sa largeur le versant dans lequel elle pénètre, s'éloignant du taîte

pour se rapprocher du thalweg, ou inversement; mais rien de sem-

blable n'a lieu pour les lignes de faîte et de thalweg, qui sont les limites

séparatives des diflérents versants dont se com|)Ose la surface.

Sous quelleforme ce caractère se lelroin'c clans l'éjuatio/i différentielle

(le la projection horizontale des lignes de plus grande pente.

8. L hypothèse la plus large que l'on puisse faire, au sujet de la rela-

tion que l'on doit concevoir comme existant entre l'abscisse x et l'or-

donnée j"d'uu point de la |)rojeclion horizontale d'iuie ligne de faite

ou de thalweg, consiste à la re|jrésenter jiar une écjualion d'ordre iii-

déhni

(+) K^vr, rSr"-/"'---, =Oi

entre x, y, y' et un certain nombre de dérivées 7", _^', en faisant

d'^j = y"dx-, d\y = r"'dx'',

D'après ce qui a été expliqué ci-dessus, celte équation ne subsistera

que poiu- certaines lignes de |)lus grande penie, et non pour toutes in-

distinctement^ comme il arrive pour réc[uation

(<p) 9(.r,j, 7') = o.

Comme il sera toujours possible de tirer de celle-ci y en fonction de
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a.' et dej-, la substitution de cette valeur dans {t|^) en fera disparaître >'.

En différentiant ensuite (y) par rapport à jt, et faisant la même substi-

tution dans le résultat, on aura j" en fonction de .r et de y, et l'on

pourra également faire disparaître de (i{/) cette dérivée. 11 esl clair

qu'en continuant ainsi de procbe en proche on arrivera à une trans-

formée

/IF; T(^, j) = o,

qui ne renfermera plus que .r et y. Cette dernière équation devra véri-

fier l'équation différentielle

qui s'applique à toutes les lignes de plus grande pente-. Elle en sera

donc une intégrale, et cette intégrale, d'après la nature même des opé-

rations par lesquelles ou l'aura obtenue, «e renfermera pas de con-

stante arbitraire.

Cette équation (©) pourra d'ailleurs être vérifiée en égalant à zéro,

non-seulement la fonction (^'), mais aussi celles de ses dérivées totales

qui s'y trouveront associées. Enfin il pourra être utile aussi de recourir

à celles de l'équation (ç) ['].

9. Ou peut donc énoncei ce théorème: Les équations des projections

horizontales des lignes dejaite et de thalweg d'une suijace sont néces-

sairement comprises parmi celles des intégrales de l'équation dij-

férentielle de la projection horizontale des lignes de plus grande pente

de cette surface, qui peuvent être obtenues sans passer par l'intégrale

générale de cette équation.

Les exemples qui vont être [)résentés montreront comment ce théo-

rème doit être entendu et appliqué. Ils achèveront en même temps

d'éclaircir ce qui aurait pu paraître obscur dans l'exposé ci-dessus.

[*] Cette remarque a été omise, par iiiatlvertance. dans la Note XII de mon Traite

ilii nii'et/ciiierie (troisième édition, i8""3 .



LIGNES DE FAITE ET DE THALWEG.

Problème l.

io5

Trouver les lignes de faîte et de thalweg de l'ellipsoïde qui a pour

équation

(F) • F(-^,r,z) = '^ + 5 + 'i-' = «-

10. Pour obtenir l'éqnalion différentielle de l;i projection horizon-

tale des lignes de plus grande pente d'une surface dont l'équation est

ainsi présentée, il faut (5) éliminer z entre les deux équations

Ffx,j, z) = o, y __-=:o;

ce qui donne

Celte équation a pour intégrale générale

7 désignant une constante arbitraire. Mais cela ne nous dit point

(juelles sont les valeurs de cette constante qui répondent à la question

proposée.

D'après notre théorènoe (9), nous remarquerons qu'il se présente un-

médiatement deux manières de vérifier l'équation (f{x^jr,y') = o.

F/une consiste à faire ^:=o et 7' = o, ce qui a lieu pour la section

principale contenue dans le plan zox\ l'autre à faire j? = o,j' = dc , ce

qui a lieu pour la section principale contenue dans le plan yoz.

11. Ciiacnn de ces plans partage la surface en deux versants symé-

triques, séparés par une ligne de faîte au-dessus du plan xoj et par une

ligne de thalweg au-dessous de ce plan.

Journ. lie Matli. ( 3« série), tome lit. — Mars 1877. ''
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Problème II.

Tromper Les lignes de faite et de thalweg de la surface cyliwlrkjue

qui a pour équation

„

,

, .r — mz]- 1
> — nz]'

(F) ^[^,J.^)^——, + '

i,,

' -i = o

12, Ici nous avons (5) à éliminer z entre les équations

F(a-,j,z.)=.o, y--- = o.

Celte dernière donne, en faisant les opérations indiquées.

, X — mz y — nz

d'où

/,'xr' — a-y «' /«> — fi

x

b''^' mr — /ix^
' -> JC — mz = -r-

—

'— 7-» y — nz — - •

b-iii)' — (rri
' ~

b^iny' — (?•« - b'niy' — a-

n

Ces expressions de x — /«zet de r — nz éiant substituées dans l'é-

quation de la surface, il vient, pour l'équation différentielle de la pro-

jection horizontale des lignes de plus grande pente,

(9) 5(0-, j, y' , = \a- -^ b-f-){mj - nx)- - [b-mf - a- nf = o.

Cette dernière ne nous offrant immédiatement aucune intégrale de

la nature de celles que suppose l'énoncé du théorème auquel nous

avons été conduit |^9 1, nous égalerons à zéro ;8) la dérivée du premier

membre de cette équation prise par rapport à .r, en regardant/ et^'

comme des fonctions de a:; il vient ainsi

(
[[mj — nxYj' — nx [b-nij — a- n)\b-y"

(
-\-i nij — nx) {mj' — nj[a- -^ b-y'-) = o.
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15. On satisfait à cette équation en posant

mj' — n = o, y" = o;

cette dernière égalité est nne conséquence de la |)ren)iére.

De ce que l'on aj"= o, n ais devons conclure que les lignes clier-

chées sont en projection horizontale des lignes droites. La relation

my' — n =^ o nous apprend que ces lignes sont parallèles à la droite

dont les projections liorizonlales ont pour équations

X =: inz, y = nz;

et il sensnit, par une consécpienco facile à saisir, (|ue les lignes ciier-

chées ne peuvent être que des génératrices de la surface.

Pour déterminer quelles sont ces génératrices, il suffit de substi-

tuer dans l'équation [o], au lieu de ^^ sa valeur tirée de la rel;itinii

my' — n r= o; il vient ainsi

[a" m" +- Irir) [my — iixY — fa' — b')' nrjr = o;

d'où Ton tire

, I fl' — b' ] mn n , a- — 6' //

my — ii.T = rh ' — et j' = — .r ± ^
•

yjn'' tir + b'n' "' ^a^m' -\- b'/r

La question admet donc deux solutions, lescpielles répondent res-

pectivement à deux génératrices de la surface proposée.

Ce sont là les équations des projections horizontales des lignes de-

mandées. D'après ce qui précèJe, ces équations vérifient l'éqnalion

(p{x, y, y' ) == o de la projection horizontale des lignes de plus grande

pente.

Pour achever de déterminer ces génératrices, nous rappellerons

qu'elles ne peuvent être des lignes de faîte ou de thalweg, que si elles

satisfont à la condition de couper orthogonalement les sections hori-

zontales qu'elhs rencontrent. Considérons dans le plan ,jo) Tellipse

représentée par l'équation

K ,
.ri

n' b'

l4 •
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qui répond à s = o; l'élément de celle courbe, au point qui a pour

coordonnées Xo, y^, f^it avec l'axe ox un angle dont la tangente tn-

gonométriqne a pour expression

a- Y,

La projection horizontale de la génératrice passant par le même

point fait avec le même axe ox un angle qui a pour tangente Irigono-

aiétrique — • Four que cette projection soit perpendiculaire à l'élément

cherché, il t;iut cpie l'on ait

// b'' x.
1-1=0.

m a'y„

De cette relation et de l'équation ci-dessus on tire

\ja-nv H- b- II' \ja-m--r- o' n-

expre.ssions qui satisfont à la relation

[u' — f] m n

comme on devait s'y attendre.

14. Dans ce problème, la surface proposée se divise en deux ver-

sants. La ligne défaite tnin', d'une part, et la ligne de thalweg nn .

d'autre part, situées dans un même plan diamétral, déterminent ce

partage. Toute ligne de plus grande pente aa' a", qui part d'un point a

voisin de la ligne de faite mm', et situé à droite de cette ligne, est

lormée en projection horizontale de deux branches réunies par

un point de rebroussement a' qui se trouve du même côté sur le

contour apparent de la surface. A gauche de la ligue de faîte, toute

ligne de plus grande pente bb'h" présente eu projection horizontale

deux branches réunies par un point de rebroussement b' situé sur

le contour apparent de la surface, pareillement à gauche de la ligne de

faîte. Les portions des lignes de plus grande pente situées sur la partie
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convexe de la surface, doivent être considérées comme extérieures à

celle-ci. Les autres branches avec la ligne de tlialweg doivent être

considérées comme intérieures.

Problème III.

Trouver les li'^nes de faite et de thalweg de la surface conique qui a

pour c<iuation

(F) F(x,r, 2)=/(^) -;=o,

J désignant unefonction ijuelconque

.

îo. La surface représentée par cette équation a pour sommet

l'origine des coordonnées. Pour sim|)iifier l'écriture, remplaçons

-

par a. L'équation

donne

jr[-;y'(«-+y+î/'(«)=o.

()n trouve, après avoir supprimé ar, qui est dénominateur commun, et

remplacé- pnvjxu , en vertu de l'équation V],

(?) ?[^^ro'') =.r''7(«) - «/(«)] +/'(«) = <^-

Si maintenant (8 j nous égalons à zéro, comme nous l'avons fait ^12;

dans le Problème II, la dérivée de cette équation (ç;), prise en regar-

dant j et )' comme deux fonctions de jt, il vient
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On satisfait immédiatemenf à celte dernière équation en posant

y' — a = o, y" = o.

La première de ces deux conditions nous apprend que les valeurs de

z qui résolvent la question sont les racines de l'équation

ay(a) = ( I + a-]J\a.) = o,

à laquelle on est conduit, en faisant y' = a dans l'équation '9). La

condition y -^ o signifie que les lignes cherchées sont nécessairement

des génératrices de la surface.

16. Ces génératrices jouissent, comme cela doit être, de la pro-

priété de coupera angle droit les lignes de niveau de la surface. En

effet, l'équation différentielle de la projection horizontale de ces lignes

de niveau, laquelle s'obtient f3) par l'élimination de z entre les équa-

tions

F[x. r. -1 = o et -; h > -;- = o,
^ '

-^
. • dx -^ dj

est

et l'on doit avoir

c/.)' -1-1=0.

Or il est facile de s'assurer que l'on a

5t/ a) — f 1 -i-a')/'(ot)
a j' -!- I

/'(«)

et nous savons par l'équation précédente (i5) que le numéraieur de

cette expression est égal .1 zéro.

On conclut de ce qui précède que les lignes de faîte et de thalweg

d'une surface conique sont celles d'entre les génératrices de cette sur-

face qui coupent à angle droit le contour de sa base.

La division de la surface en versants donne lieu à diverses'remar-

ques, analogues à celles qui terminent (i4 le Problème II.
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17. Il ii'aiiia certainement pas échappé au lecteur qu'il existe une

seconde manière de satisfaire à l'équation

(f) 7"[yK;-«/'^^)l-^ (/-«)/"(«) = o;

elle consiste à jjoser

I -f- aj'= o, 7"=o.

L'équation ('^) se réduit alors à —^—^=o, ce qui exige t|ue l'on ail

f [a) = o, c'est-à-dire^^ ( -
j
= o, que! que soit a, et par conséquent

3 = 0, auquel cas tous les points de la surface sont dans le plan xoy.

Il ne s'agit plus, à proprement parler, d'une surface coui(|ue.

Problème IV.

IVuiiver les lignes de Jatte et de thalweg de la suijace qui a pour

équalion

(F) F(x,;-, z)-{jc -RcosÇ)^4-(j-RsinÇ)=- /-^ = o.

(Cette surface est celle qu'engendre une circonférence de cercle

horizontale de rayon r, dont le centre est assujetti à demeurera la

distance R, supposée constante de l'axe oz, tandis que la projec-

tion horizontale de celte ligne R fiit un angle variable Ç avec

l'axe ox, 'Ç étant une fonction assignée de l'ordonnée z du plan de la

circonférence génératrice).

18. Gela posé, l'équation ci-dessus donne

^ = 2(jr-RcosÇ), ^ = 2(j- Rsinr):

par suite l'équation (5]
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devient

y [x — RcosÇ) — (/ — RsinÇ) = o.

On en tire

X — RcosîT = X — RsinÇ

Celle expression de o"— RcosÇ étant substituée dans l'équation de la

surface, il en résulte

r — R sin Ç = •

et .r — R cosÇ =

d'où

RsinÇ = r
^"^

et RcosÇ = x

Ces deux dernières équations donnent, à cause quesin*Ç-+- cos^Ç=^i.

-T., , , „ 2r(x + r)')
R= = a:^ + r^ -+-

1-^
)

'•
'

;

v' + r''

nous pouvons écrire, en conséquence,

2 r ( X + rj'
)

(y) o {jc, ;)•, 7-') := X- +j^ + r- — R^
V^

19. On aperçoit immédiatement que cette équation s'intègre lors-

qu'on pose

X^ _|_ y2 _(_ ,.2 _ J^2 _. Q^ J? -t- 7J-'
=: O.

La première de ces deux conditions entraîne la seconde, qui est, abs-

traction faite du facbeur 2, la dérivée de x^ -+- y- + r^ — R^. Elle nous

apprend que les lignes cherchées ont pour projection horizontale une

circonférence de cercle de rayon y/R^ — r^, dont le centre est à l'ori-

gine o des coordonnées.

20. Remarquons en passant que, clans le problème actuel, Tinté-
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grale proprement dite de l'équation ' o) s'obtient sans difficulté. Il suffit

pour cela de poser ds =^±: dx \ ; -^ j', de soi te que ds sera la diffé-

rentielle de l'arc de la projection horizontale d'une ligne de plus

grande pente. En désignant par C une constante arbitraire, cette inté-

grale est, comme on |)eut s'en assurer parla différentiation,

X- + r- -h r- — R- = e ' ;

mais la connaissance de cette intégrale nous laisse dans l'ignorance sur

la valeur de la constante C, comme on l'a vu déjà dans le Problème 1.

Si la méthode exposée dans ce INlémoire réussit, c'est précisément parce

que les intégrales que l'on y emploie ne renfeimcnf pas de constantes

arbitraires.

Problkme ^

.

Trouver les lignes de faite et de thalweg de la siujace conoidc

(jui a pour directrice rectiligne Vaxe oz et pour plan directeur

le plan xoy.

21. Je dois faire observer que cet énoncé n'est pas complet Pour

achever de définir la surface, il faudrait ajouter une nouvelle condi-

tion, par exemple assujettir la génératrice à rencontrer une ligue

donnée. J'ai laissé à dessein cette lacune dans l'énoncé.

L'équation de la surface peut ainsi être mise sous la forme

(/) ^=/(^).

en désignant par/ une fonction quelconque. Un en tire (5) pour l'é-

quation de la projection horizontale des lignes de plus grande pente

if
' PJ -

'l
= -

.,. ./
{ ; )

= o,

Jourii. de Math. (3« série), tome III. — AvBii. 1877. I J
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OU plus simpleinent, eu supprimant le facteur
; /'\~)^

(?) ffl(j",j, /) = (77-' + x) = o.

22. On satisfait à celte équation en coupant la surface projetée par

une surface cylindrique à base circulaire, le rayon R de cette l)ase

pouvant être choisi à volonté. Ici nous sommes en présence d'une

véritable indétermination. En effet, l'équation

rj' -h jc = o

est. à un facteur prés, la dérivée de celle-ci :

j- -i- a:- — R- = o.

25, T,e partage de la surf.ice en versants a lieu suivant les généra-

trices horizontales. Dans chaque section cylindrique ainsi obtenue,

la partie convexe située au-dessus de ces génératrices est une ligne

de faîte, la partie concave située au-dessous de ces mêmes génératrices

est une ligne de thalweg.

Il peut sembler que dans une telle surface les génératrices les plus

élevées sont aussi des lignes de faîte. Mais, en examinant la question,

on reconnaît sans peine que ces génératrices, tout en marquant de

véritables culminations de la surface, ne sont cependant pas des

lignes de faîte dans le sens géométrique qu'on attache à cette expres-

sion. Par une raison semblable, les génératrices les plus basses ne sont

pas des lignes de thalweg proprement dites.
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Ixcclierclœs sur Ui poussée des terres et stabilité des murs

de soutènement ;

Par m II RES.\X.

i. \a' calcul lie la pous.sée produite [)ar un in;issil' prisinali(|ue de

terre sur un mur, basé sur les principes posés |)ar Coulomb, présente,

dans le cas le plus général, une assez grande complication pour que

jusqu'à présent on n'ait pas essayé de l'effectuer. Poncelet [*] a éludé

la difficulté en ayant recours à une construction géométrique Irès-in-

génieuse, qui est devenue classique et que plus lard JI. de Saint-

Guilhem [**] a généralisée en supposant que le m.issif supporte une

surcharge.

Cependant, si l'on choisit convenablement l'inconnue, la détermina-

tion de la poussée, par suite celle de la butée, deviennent relative-

ment simple, el c'est en partie ce que nous nous proposons de faire voir

dans ce ipii suit.

Nous considérerons, comme on le fait d'h ibitude, un massif de terre

assez long [loiir que les conditions relatives à ses extrémités n'aient

aucune influence sensible sur réi]uilibre intérieur de la masse, en

d'autres termes, pour cpiou jouisse considérer le massif coiiure in-

défini.

Mais, avant d abf)rder la question, nous rappellerons les principes

sur lesquels on fait reposer la théorie approximative de la poussée des

terres, telle qu'elle est enseignée dans les écoles d'application, et qui

d'ailleurs a reçu la sanction de l'expérience [*"].

[*] Mémoire sur ta stal>ilité des rcnétcmenls el de leurs fondations. Mémorial de

l'officier du Génie, n° 13.'

[**] Journal de Mat/iématiqurs /tares et appliquées, i" série, t. IV.

[***] Nouvelles expériences sur la poussée des terres; par le lieutenant-colonel du

l5.
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On ad mol que :
1° lorsque les terres sont sur le point de gHsser, la

tendance au glissement a lieu suivant des plans parallèles aux arêtes

du inassif [']; 2° chaque plan de glissement on de tendance à la

rupfiM-e [plan de rupture) correspond à celui des prismes, ayant une

arête commune dans le plan intérieur du mur, qui exerce sur ce mur

le maximiun dépression [poussée).

Ou considérai! autrefois la composante tangeiitielle de la réaction

de la masse de terre extérieure au prisme de rupture sur ce prisme

comme se composant de deux termes, l'un représentant le frottement

et l'autre, proportionnel à l'étendue de la surface de contact, la cohé-

sion. Poncelet n'a pas tenu compte de ce dernier terme, et cela avec

raison, puisque l'on fait le calcul delà poussée dans Ihypolhèse où il

V a tendance au glissement, c'est-à-dire en supposant que la cohésion

est déîfuite. D'ailleurs, en opérant ainsi, on ne fait qu'améliorer les

conditions de sécurité, puisqu'on ne peut qu'exagérer la valeur de la

poussée et, par suite, l'épaisseur du mur.

Poncelet est le premier qui ait introduit dans la théorie de la poussée

le frottement des terres sur le mur, dont le coefficient n'est que légère-

ment inférieur à celui des terres sur elles-mêmes.

DE LA POUSSEE DES TERRES.

2. Expression de la poussée. — Nous considérerons une portion

du massif et du mur limitée par deux plans menés perpendiculairement

aux arêtes à un mètre de distance l'un de l'autre, de manière à être

ramenés à la considération de la section déterminée par l'un de ces

plans.

Génie Aude. Adtlilions à ce Mémoire par le capitaine du Génie Domergue. Mémorial

de l'officier ilu Génie, n° 15.'

[*] Par une analyse rigoureuse, AI. Maurice Levy a démontré que cette hypothèse

ne se réalise, dans le cas où la partie supérieure du massif est plane, qu'à la condition

que l'inclinaison du parement est une fonction déterminée de la pente du talus et des

angles de frottement de la terre sur elle-même et contre le mur. [Journal de Mathé-

mati'iues pures cl appliquées, 7." série, t. XV.)

Rankine commet deux erreurs en traitant le cas d'un simple talus. Il suppose d'à-
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Soient {fig. i)

n le poids du mètre cube de terre
;

ABCDEFG le profil polygonal de la masse de terre;

AB la trace du parement intérieur du mur;

£ l'inclinaison de cette trace sur la verticale;

a, «' les angles de frottement de la terre sur elle-même et de la terre

sur le mur ['].

Considérons un point déterminé A de la trace du parement intérieur

du mur, et désignons par z si distance AB au sommet R de ce parement.

Supposons, sauf vérification ultérieure, que le plan de rupture pas-

sant parle point A rencontre le côté EF.

bord, lorsque le massif est indéfini dans lous les sens, que la pression sur un plan

parallèle au plan Av. lalus lui est normale et est ('-gale au poids du prisme vertical con-

struit sur l'élément. La seconde partie de cet énoncé est inexacte; car il résulte de la

théorie de M. Maurice Levy qu'il faut substituer au prisme de Rankine le prisme nor-

mal à l'élément.

Le savant anglais admet en outre que, lorsque les terres s'appuient contre un mur,

la distribution des pressions est la même que si le massif était indéfini, ce qui évidem-

ment est inexact, puisque l'on a à remplir une condition qu'il faut exprimer.

[*] On a

pour le gros sable sec Aude).

pour le sable extra-fin (Aude).

pour la terre humectée i^Morin).

])our les terres fortes et les plus denses [Morini.

pour l'argile sèche (Lesbros).

pour l'argile humide et ramollie \id.].

pourla mémeargile recouverte degrosse grève yid.\.

pour la pierre de libagc sur un lit d'argile sèche,

pour la ]>ierre de libage sur un lit d'argile humide

et ramollie,

pour la pierre de libage sur un lit d'argile, celte

argile étant recouverte de grosse grève.

26.34 o,5oo pour le gros sable sur bois Aude et Domcrgue .

iS.aS 0,257 pour le sable exira-Hn Aude et Domergue\

3.43 o,o65 pour le mortier coulant Aude et Doraerguej.

Dans les applications on prend ordinairement a' égal à a.

=: 30^
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Soient

I et M les intersections de la direction de ce côté avec celles de AH et

de \,\ verticale AV dn point A;

r la distance AE;

ç l'angle que foriiie sa direction avec AV;

h = AR la perpendiculaire abaissée dn point A sur El;

B la base du triangle de hauteur h équivalant à l'aire ABCDE.

Fig. 1.

Pour chaque position du point A ou pour chaque valein- de z, les

grandeurs r, y, h, B seront complètement déterminées et pourront

s'obtenir soit parle calcul, soit géométriquement.

Joignons un point quelconque X du côté EF au point A et appe-

lons Q l'angle formé par la droite AX avec ce côté.

La figure donne les relations suivantes :

(a)

IMA = 90° - /, lEA :

sin FAX
EX = r

= 90° — i — (p, EAX = 90" — / —

= ;'[cos(/ + (p)co[6 — sin(/ 4- f)j.

(*) VAX = qo°— /— 5.
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et l'on a

aire ABCDEXA = ^(B-h EX;= ^ [B - rsin(/+ o -(- rcos(/ + 9)cot5 ];

par suite, pour le poids Q du prisme correspontlant à cette aire,

(c) Q— — [B — rsin(/ + ç) -H rcos(/ -+- o)cot5].

Ce poids faisant équilibre aux réactions normales N et N' des plans

AB, AX et aux frottements correspondants N tanga, N'tanga', on a,

en projetant successivement sur l'horizontale et la verticale,

N'cos£— IN" tanga' sins — Ncos VAX + N tangasinVAX= o,

N'sine+ N' tinga' cos£ + N sinVAX -h N tanga cosVAX = Q,

ou

N N' cos'e -f- a')

,^)

cosz cosa
, r;^>i

cos'x -(- VAX

-,, sinle -+-
a'

-, sin
I
VAX -t-

a

,.

N ^^ :
1- N — = Q.

En éliminant N entre les deux équations, on trouve

, . N' „ cosa-t-VAX' p. sin,9-i-/— a)

cosa' ^ . , , if7>, ^cos(9+f — a — at' — £)
sin(£ + a-l-a -f- VAX) *

Pour qu'il y ait une poussée, comme nous l'avons supposé, il faut

que N' soit positif ou que l'on ait

ig) ô + / < 90" -h £ -H a -}- a',

d'où

90° -1- £ > — a'

,

condition qui sera toujours satisfaite.



Mais l'angle 5 + i est celui que forme AX avec l'horizontale Aa: du

point A; il faut donc que l'inclinaison 90° + s de AB sur A.x soit supé-

rieure à a. En se reportant à la formule {ci), on voit que, pour que N
soit positif, il faut que

(//) = < 90° - a',

condition que l'on supposera remplie

Supposons maintenant que l'on ait

5 -H / < «, 5 + / << 90" -h i + (/. -h v' :

la première de ces conditions entraîne nécessairement l'autre; car de
l'inégalité

a < 90° -h î + a -h a'

on déduit

0-(9o° + «'),

ce qui a toujours lieu. La réaction N' sera alors négative, c'est-à-dire

que, pour établir l'équilibre strict, il faudrait exercer une traction sur

AB; le mur deviendrait ainsi complètement inutile. 11 suit de là que,

pour qu'une terre se tienne d'elle-même en équilibre, il faut que l'in-

clinaison de sa surface sur l'horizon soit au plus égale à l'angle de
frottement a dont la tangente a reçu le nom de pente naturelle des

terres dépourvues de cohésion. On voit, par suite, que l'angle /est au
plus égal à a et ne peut pas descendre au-dessous de — a.

Revenons maintenant à la question delà poussée; les conditions

£ > — (90° —«+/), H < 90° — a'

sont toujours très-largement rem|)lies dans les applications; car ou £

est très-petit en valeur absolue, lorsque, exceptionnellement, il est né-

gatif, ou il est nul, ou, lorsqu'il est positif, sa valeur atteint au plus

une quinzaine de degrés.

La condition (g , lorsqu'on y suppose 6 = o, donne

^^-a^-a' — £'>• — 90°,
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OU encore

cos(c +«-»-«'— /) > o,

ce qui a toujours lieu.

En remplaçant le poids Q par sa valeur (c) dans la formule [e;, on

trouve

jN' acos'a -+-
a' -4- £ — i]

cot 'a — (' — col 9

/ \ ' cosa' U/i sin ; at — /

f
= B — /'sinu+çi-i-r cos(i+o)cot& —-—f -—

—

—, r
•

Si nous posons maintenant

(2) cot5 = a- — tang a -t- a' -f- s — i),

,„, , / .V , .. rosf a' -+ e'i

(3) X= col «— /-+- 1 tan" a-f-K -+-i— i] = -. —
-.

———-S-r ->

Iircos(/+ç
=rsin7+ 9) -t-rcos(/4-o)tang(!Z+ a'+£— / — B

sinU + a'-+-£ -+-?) n= '" '-, ; rr — O,
cos ( a -f- a + e — 1

]

la formule (i) devient

N'a cos ' 2 -f- a' -t- s — j
I , I V À — X

(5) 7-7-^ : ^ ,=[^—f')
" ' cosa ri/(Sin a — 1 cos ( -J- o) ^ ' -r

Les dérivées première et seconde, par rapport à x, du second membre

de cette dernière équation étant respectivement — — i et — -^,

on voit que le maximum de ce second membre correspond à la racine

positive de l'c quatiou obtenue en égalant à zéro la dérivée première,

c'est-à-dire à

(d) a: = sn.

En portant cette valeur dans l'équation (5) et désignant parN', le maxi-

mum N', c'est-à-dire la composante normale de la poussée, on trouve

^,, n/(/- rosx'sin z

—

(Icos i+a.)/ ,t- 7x5
IS ,
= —

.. ( vA — \0)
' 2 cos

:
a -h x' -+- s — (

Journ. de Math. (3' scrie^, tome III. — Avril 1877. 16
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OU, en remplaçant >. et b par leurs valeurs déduites des équations (3)

et (4),

'

, n/^r cosa'sin a — /^cos / + <(>)

L y sin a — i] COS I a + a + e — i]

I sin ( a -1- a' -t- e

V COS (a + a' + 6 — i\
)
COS (/ + ç )

'• ces
i

' -î-
If

î J

Comme cette valeur doit être essentiellement positive, / ne peut pas

être supérieur à l'angle a qui, comme nous l'avons dit plus haut, me-

sure la plus grande inclinaison que peut atteindre un talus, ou la pente

naturelle des terres dénuées de cohésion.

Pour que l'expression (6) représente bien la poussée, il faut que la

valeur de 9 correspondant à celle {d) de x, donne pour EX une va-

leur au plus égale à celle du côté EF que nous désignerons par c, ce

qui donne la condition suivante :

j

— rsin(/ -1- o) + rcosf/ -1- ç))

'

\ I
cos(a'-!-£) rsin (a + a' -+- e + ip) _ B 1

\1) \
'

( y sin a — /) cosia -1- a' + e — /
) cos (/ -|- i)i) l_cos (a -1-

a'
-4- s — /) r\

f
— tang ( a -f- a' + £ — /)

1

5 f

Il faudrait aussi exprimer que EX doit être positif, mais il est inutile

d'avoir égard à cette condition, en raison delà méthode que nous allons

indiquer.

Portons sur BA, à partir du point B, les longueurs B.i, 1.2, 2.3, ...

égales à une longueur donnée que l'on pourra prendre aussi petite

que l'on voudra, et proposons-nous de calculer successivement les

poussées exercées sur les portions B.i, B. 2, B.3, ... du mur. On dé-

terminera au moyen de la formule (7) la division à partir de laquelle

on ne peut plus supposer que le plan de rupture coupe BC, soit par

exemple la division n° 3; à partir de ce point, on supposera que le

plan de rupture rencontre CD jusqu'à la division, soit par exem|)le

le n° 7, pour laquelle la condition (7) n'est plus vérifiée, et ainsi de

suite. Ces démarcations étant établies, on appliquera en conséquence
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la formule G
j
pour calculer les poussées normales sur les longueurs

B.i, B.2, B.3, ..., en attribuant respectivement à r, h, g, B des valeurs

convenables entre le point B et le point n° 3, entre ce dernier et le

point 11° 7, etc.

3. Composantes horizontale et verticale et moment de la poussée.

— Considérons maintenant z couime variable et prenons sur le pare-

ment intérieur, à partir du point B, une longueur déterminée BO = /.

Uésignons par 'P la poussée normale sur OB. Si, «étant un nombre en-

tier, on divise l en 2n parties égales, on pourra calculer successivement

les poussées sur B.i, B.2, ... et enfin T. Les composantes liorizon-

taie et verticale de la poussée totale -— auront respectivement pour

valeurs

(8) X = 'Pcosc — 'i langa sine =

(9) Y = 'Psine + T langa'cosc

eus 5C

'Psinfa'+i

Proposons-nous maintenant de déterminer le moment, par rapport

au point O, de la poussée sur OB. Soient (Jîg- i) AX, A'X' les plans de

rupture passant parles deux points consécutifs A, A' définis par BA = z,

BV = z -h dz; la poussée normale sur BA' sera N' H ^c^zell'ac-

croissemeul du moment de la poussée sera, par suite, —^^ (/— z , d'oii,

pour le moment cherché,

La fonction N', sera généralement discontinue; mais dans tous les cas

elle a la même valeur lorsque l'on passe d'un côté au suivant du profil

BCDEF, de sorte que l'on peut effectuer l'intégration par parties entre

les limites zéro et /, comme si TN', était continue, ce qui donne

OK'=[N', (/-s)]i4- t^\dz,
Jo

iG..
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OU, comme N'j est nul pour z = o,

(lo) DV.— f K^ dz.

et, comme on connaît les valeurs de N'j pour les valeurs B. i , B.2, B.3, . .
.

,

une méthode de quadrature par approximation fera connaître 311. Le

bras de levier moyen p de la poussée est défini par la relation

(il) P=~¥'

Le point de OB qui se trouve à la distance p du point O est ce que l'on

appelle le centre de poussée, parce que l'on peut supposer que la

poussée totale lui est directement appliquée.

Nous ferons remarquer que l'on peut considérer la portion du mur

correspondant à OB comme sollicitée par deux forces X, Y respective-

ment horizontale et verticale et par un couple dont le moment est OU/.

4. Cas où la surface extérieure du massif est plane. — Ou a, dans

cette hypothèse,

B = o, ç^ — £, /z = z cos(/ — £), r = r-,

- I /cos a' -+- £
' sin I z -H a'

)

^ , ,
.,

cot5 = — r\/

—

'-. —TT—:

—
^ — tang a -f- a -\- z — i).

cos^a-Ha +;

—

i] \ £^n^a — t)C0Sl °^ '

L'angle Q étant indépendant de z, tous les plans de rupture sont pa-

rallèles.

La formule (6) donne

(6')

-j, n3'cos^(i— e)cosa'sin(a — /)

I

' 2 COS^ i a -t- a' + e — i]

X Fi /««y^j: . /sin> + a') 1-p^,-|

[*] Si l'on fait passer le facteur sin [x— /) sous les radicaux, que l'on suppose en-

suite a= o, a' = o, I = o, on retombe sur la formule relative à la poussée d'un
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et la poussée est ainsi de la forme kz'^, k étant une constante; la

poussée correspondant à z = / est donc

<r= kl-,

et, d'après la formule (lo), son moment par rapport au point O a pour

valeur

d'où, pour le bras de levier de la poussée,

l

p = r '

Ce bras de levier est ainsi égal au \ de la longueur de la portion con-

sidérée du parement intérieur, comme pour les liquides. En supposant

nulles une, deux ou trois des quantités «', /, £, on retombe sur des

cas particuliers qui ont été l'objet d'études spéciales de plusieurs sa-

vants ingénieurs, notamment de Poncelet etd'Ardant [*J.

On remarquera que la poussée est nulle et que le nuir devient inu-

tile lorsque l'on a £ = — (90" — /), circonstance qui évidemment ne se

présentera jamais.

5. Si l'on a / = o, s = o, a = a, la formule (6) donne

.^^ tan,. / /^I \lï lan^

yx H- lang2x

OU, en posant tanga = u.

2 N', v'" ( " V'?

nz' I— II- \ I -h u

liquide dont le poids spécifique serait n, contre un mur incliné, sur la verticale de

l'angle e.

['] Nouvelles recherches sur le profil du revêtement le plus économique ; par le

lieutenaDt-colonel Ardant, [Mémorial de l'officier du Génie, n° 13.)
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La valeur de u qui rend IN', maximum est fournie par l'équation

,j5 — î y 2 .
«' -4- 5«' — - V 2 • '<" -i- 4" — 2 V2 — 2 = O,

et l'on reconnaît facilement que la racine de celte équation qui con-

vient à la question est un peu supérieure à l'unité, chiffre qui est ra-

rement atteint. On peut donc dire d'une manière générale que dans le

cas actuel la poussée croît avec le coefficient de frottement.

6. Cas où la suiface supérieure du massif est plane et supporte

une surcharge verticale uniforme. — Représentons par flr; la valeur

de la surcharge par tinité de surface.

Au poids du prisme de poussée (Jig. i) il faudra ajouter

c est-a-dire que I on devra remplacer ^-r— - par
T ' a sin u '

n 3* COS' il — i] r 2 ïî

j

2 sin L 3C0S [S — i
I J

ce qui revient à multiplier la formule (6) par le facteur

1 +

7. Examen du cas où le sommet du mur est recouvert en partie

ou en totalité' par le massif de terre. — Ce cas se présente souvent dans

les travaux de fortification permanente. Soient {fig. 2) CB la portion

(le la largeur du sommet du mur recouverte par la terre; J le point

où la direction du parement intérieur du mur rencontre le talus, j' la

longueur JB; n, n' les réactions normales des faces JB et CB sur le

prisme CBJ. Conservons d'ailleurs les notations du n° 2, nous avons
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et pour poids du prisme CJIÎ

n , ros» ( / — £ 1_ V* ! .

3 -^ sin i

Eu projetant les forces qui sollicitent le prisme CJB respectivement stu

Fia. 2.

l'horizontale et la verticale, on trouve les relations suivantes

n cos £ — n lang a sin i — n' lang a' = o,

n >•'• pos' a— s '

n — // sui s — n tang a cos ê =

n' = n cot a -j « — «
•si n „ cos-

d'où, par l'élinuiiatiou de ii

,

Il „ros'(i — elsinx'cosa
" = - }"

. , rr-2 -^ Sin / Sin 6 H- a -f-

a

On démontrerait, comme au n'' i, que la n'sultante i «le n et n lang«

peut être considérée comme appliquée au tiers de HJ à partir du poiiii B.

Pour obtenir la poussée sur 150, on pourra supposer que le nuir se

prolonge jusqu'en J ; de la poussée obtenue on retranchera géométri-

quement i, et de son moment celui de cette dernière force.
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Mais, en général, on ne tient pas compte de la force t, parce qu'elle

est relativement faible, et qu'en la négligeant on ne fait qu'améliorer les

conditions de stabilité du mur, dont nous parlerons plus loin.

DE LA BUT^E DES TERKES.

8. Poncelel a donné le nom de butée à la résistance qu'oppose un

massif à un mur qui, sous l'action d'iui effort extérieur, tendrait à faire

remonter les terres. Celte résistance doit être considérée comme étant

le minimum de celles qu'opposent les prismes au glissement de bas en

haut.

L'équivalent de la formule (i), relatif à la butée des terres, s'ob-

tiendra évidemment en y changeant les signes de a. et «', puisque la

seule différence consiste en ce que les frottements changent de sens.

On a ainsi

N' 2C0S ( z +a'-f-/ — e)

, I

cosa' nAsin ^a -f-/j

j tt^ • /• n I- \ .r- cote + cotfz H-;)
\ X iB— rsni{i+<p)4-rcos(i+o) cot&j— -,—r—:•

Si nous posons

X = cot5 — lang (a + a'-f- / — e),

., , ., , , . ^ cosfa'— si
/. =cotia-f-0 + taneia -h u. -f- i — hj = -. —

tt : -; -. r»
^ '' ° ^ ' sin

.
z + /

)
COS

1^
z -t- a -{- l — £

)

; cos (/ + 9)
è' = B — 7-sin [i + ç )

4- rcos (/ + ç)) tang( a + a' H- £ — s)

^ sin fz -4- z' — £ — <pl= B — r
:

7—^ 1

cos [l -i- tj] cos [
a -^ z -I- ' — s r

l'équation (12) devient

N' 2 cos f a 4- a' -+- J — e
)

, i/ \
'^+ ^

cosz' n/zr sin(a + j) cos(/ -I- If)
^

' ' x

Si l'on cherche la valeur de x qui rend minimum le second membre
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de cette équation, ou trouve

Si N'o est la valeur correspondante de N', ou l'inteusité de la compo-
sante normale de la butée, on a

n^r COS o' sin f
2 -H /) COS 1/ H- ç) / rr-, iT,\

:

—
:

:—^ (va +- \!/) )

,

COS ; a -i- a -i- I — E

/ „, n /;? COS 2' sin
( 5t -(- / ) cos ( i + y )

l
- 2 <

Sin a H- J COS a -(- a -1- I

/ B sin a -i- a' — £ — Vf
I'

V 'COS ( / -!- a/
1

COS ('+if ) COS a -t- 2'+ I — s) J

Dans le cas d'un simple talus, qui correspond au n° 4 pour la

poussée, on a

, .,,, ^, __ nz'cosa'cos'(j— c)sin(a-l-/) P /ces (a'

—

i\ /sin >: -(- z' "]

^ '
^ COS' ( a + a' -f- / — 6 LV sin ( a -r-j

j
y COS \i — s

) J

En se reportant au numéro précité, on reconnaît sans peine que,

toutes choses égales d'ailleurs, la butée sera généralement supérieure à

la poussée.

Tout ce que nous avons dit sur la poussée, relativement aux com-

posantes horizontale et verticale et au moment, étant applicable à la

butée, nous n'avons pas à insister davantage sur ce sujet.

UE L.V STABILITE D LN HIUR DE SOUTENEMENT.

9. Lorsque l'on veut calculer l'épaisseur d'un mur devant résister à

une j)oussée déterminée, on fait abstraction de la cohésion de la ma-

çonnerie, en vue d'obtenir une plus grande sécurité et de parer à

toutes les éventualités : on considère alors le mur comme com-

posé de tranches horizontales infiniment minces, exerçant l'une sur

Journ. de Math. (3' série), tome III. — Avr.ii 1877. ' 7



l3o II. RESAL.

l'aiitre, au moment où il v a une tendance au glissement, un frotle-

ment dont le coefficient a été déterminé pnr des expériences préalables

et dû à la composante verticale des efforts qui s'exercent sur la por-

tion supérieure du mur qui tend à se déplacer.

Cette constitution hypothétique du mur permet également de sup-

poser qu'une partie supérieure de ce mur tend à se déplacer par ro-

tation autour du côté de sa base situé dans le plan du parement

extérieur.

Nous avons donc deux modes de rupture à étudier: i" par glisse-

ment suivant une assise; 2" par rotation autour d'une horizontale com-

prise dans le plan du parement extérieui'.

Soient ijîg- 1)

O'B' le parement extérieur
;

s' son inclinaison sur la verticale;

e„, e les épaisseurs BB', 00' du mur au sommet et au point O;

/" le coefficient de frottement de la maçonnerie sur elle-même [*];

H la hauteur de BB' au-dessus de OO';

n' le poids du mètre cube de maçonnerie.

Conservons d'ailleurs les notations des numéros précédents; nous

avons les relations

(i4) H=:Zcos£, r' = É'o + H (tang a + tang e').

[*] L'expérience adonné pour/"" les chiffres suivants :

Calcaire boucliardé sur lui-même 0,78
Muschelkalk bien dressé sur calcaire oolilhitiue tendre o>75

Calcaire oolilhique tendre sur lui-même, sans ou avec interposition

de mortier en salile fin 0-74

Grès sur grès uni Oj^i

Calcaire dur bien dressé sur lui même. 0,70
Brique sur calcaire tendre ou dur o ,67

Grès uni sur grès uni, avec interposition de mortier frais, granité bien

dressé sur granité o,G6

Calcaire dur poli sur calcaire dui- poli o ,58

Granité bien dressé sur granité bien dressé avec interposition demor-

tier frais " >49
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10. Tendance à la rupture par glissement, — S'il y avait tendance

au glissement suivant OO', le poids du mur et la composante verticale

de la poussée donneraient lieu au frotlemeni

/^/. rVt/ ;''-i-''û tT -ir\ ^//in/P H/. » /\ -, sin (a' -h E 1
J \^ —r- "-^Yj=/"jn'[eo+-(tang£4-tang£') + 'i?-^^^-^^J

Pour que cette tendance n'ait pas lieu, il faut que ce frottement soit

supérieur à la composante horizontale de la poussée, ou que l'on ait

/ H p„+ - tang£-Man!ï£')+<r—!—r-' >$
•^

/ |_ 2 ^ ^ ' COS a. J
'^

COS ( a' -+- £ .

/

COS a' )

condition qui sera satisfaite, puisque = n'est jamais négatif, si la sui-

vante est vérifiée :

Le maximum du second membre de celte inégalité correspondra

généralement au pied du mur, de sorte que nous supposerons doréna-

vant que H est la hauteur du mur au-dessus de sa fondation, et '? la

poussée normale sur tonte l'étendue du parement intérieur.

Nous pourrons donc poser

{i5) e„+ - (lange + tangE) ^ ;j. j^,

|j. étant un nombre supérieur à l'unité, appelé coefficient de stabilité

relatifau glissement , et que l'on devra prendre d'autant plus grand

que l'on devra obicnir de meilleures conditions de sécurité.

En prenant pour types des murs qui ont résisté à toutes les causes

de dislocation pendant un grand nombre d'années, on déduira poin- a.

un certain nombre ai; valeurs dont le maxinuun devra élre considéré

comme suffisant. C'est ainsi que Poiicelet a été conduit à projioser le

chiffre

y. = 1,912,

pour obtenir une sécurité convenable.

Ce chiffre étant admis, la formule (i5) fera connaître réjiaisseur

17..
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que l'on doit donner au sommet, par suite à la base, à un mur qui

doit se trouver dans des conditions déterminées.

11. Tendance à la rupture par rotation. — Si l'on décom-

pose {Jîg. i) le trapèze OBB'O' en deux triangles, en menant la

diagonale O'B, on trouve facilement que le moment de l'aire de ce

trapèze par rapport au point O' a pour valeur

g[<'o(2Htang£' + ro)+ e(r— H lange)];

pour qu'il n'y ait pas tendance à la rotation autour de l'horizontale

projetée en O', il faut que

n' r / TT / N / TT ^ \T 4V sin (a' H- e) ^^[e„(aHtangE'+Co)+e(f-Htangc)]H ^, ' <'dXL,

("o^aHtangs + e^) + e(e — HtangÊJ < -^^

inégalité qui sera a fortiori satisfaite si la suivante est vérifiée :

('„(2Htang

On pourra donc poser

eo(2H tange'-f-eo) -l- e[e — H lange) = ^^^ '

y.' étant un coefficient supérieur à l'unilé, appelé coefficient de stabilité

relatif à la rotation et que l'on déterminera de la même manière que

celui qui est relatif au glissement.

D'après Poncelef, on peut prendre

u.'= 1,86.

Si l'on remplace dans la formule précédente e par sa valeur [\l\), on a,

pour déterminer ^o, l'équation

i6) c,^ -l-H(2tang£'-i-|tang£)e„H (tange'— tang£)tang£'= 3// f^ [*]>

d'où l'on déduira Co.

[
*

] Généralement, l'angle î' est assez petit pour que l'on puisse négliger le carré de



POUSSÉE DES TERRES ET STABILITÉ DES MURS DE SOUTK.\EME>"T. l33

Il est clair que, pour que la double condition de stabilité par glisse-

ment et par rotation soit remplie, il faut prendre la plus grande des

valeurs de Co données par les équations (i5) et («6).

12. Des contre-forts. — On désigne sous ce nom des murs secon-

daires placés dans un massif de terre que doit soutenir un mur de

soutènement auquel ils sont reliés. Ils sont généralement identiques,

également espacés, et leurs faces latérales sont normales aux pare-

ments du mur principal. Ils ont pour effet d'assurer la stabilité de

ce mur lorsque, par suite d'exigences particulières, on ne peut pas

lui donner l'épaisseur calculée d'après la méthode exposée plus haut.

Soient

'jp, tf, les poussées par mètre courant sur le mur de soulènenu'iit et un

contre-fort, supposés tous deux indéfinis, et que nous savons cal-

culer
;

V, Vf leurs bras de levier par ra|)port au côté extérieur de la base du

mur;

Q, Q, les poids par unité de longueur horizontale du mur et d'un

contre-fort
;

q, q, leurs bras de levier par rapport au côté ci-dessus de la base du

mur;

X, X, les composantes horizontales de T, 'P, ;

L, L, la dislance des plans moyens de deux contre-forts consécutifs

et la largeur de ces contre-forts.

Considérons la portion du mur de soutènement déterminée par

deux plans perpendiculaires à ses aréles, menés aux milieux des inter-

valles qui séparent im contre-fort de celui qui le précède et de celui qui

le suit. Nous aurons pour les conditions de stabilité, en conservant à

sa tangente. Dans le profil de Vaiiban (H= io'"j on avait tange' = j; mais, par suite

de la faible pcnie du parement extérieur, les eaux pluviales ne se dégageaient pas suf-

fisamment des joints et provoquaient la fécondalion des semences végétales apportées

par le vent et les courants d'air. Il résultait de là des végétations qui avaient pour effet

de disloquer les éléments du parement. Pour obvier à cet inconvénient, il convient dr

prendre tang s' inférieur à ~. On admet généralement -jj.
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f". p., ij.' les mêmes significations que ci-dessus,

X (L - L.) -:- X, L, = a/"(QL + QL.),

•jp(L - L.) " + 'JP. I'.»'. = :^-\Q7Ï^ ^ Q. L.7' )•

Les quantités f, i>,, Q, Q,, ç, ^, s'exprimeront facilement en fonc-

tion des épaisseurs à la base ou au sommet du mur et des contre-forts
;

on aura ainsi deux équations à deux inconnues que l'on pourra déter-

miner, et qui devront être considérées comme des minima.

Si les parements intérieurs du mur et des contre-forts sont parallèles,

on a évidemment
P = P,, X = X,.

DES F0NDAT10^"S.

65. Dans ce qui précède, nous n'avons admis une tendance à la

destruction d'un mur par glissement et par rotation que dans le mui-

lui-même et spécialement à sa base; nous avons admis ainsi implici-

tement que cette base était reliée à un massif de maçonnerie ou

fondation engagée dans le terrain, et dont l'épaisseur à la base est su-

périeure à celle du mur.

Le profil d'une fondation est naturellement limité par deux bases

horizontales [Jig- i '. chacun de ses côtés latéraux est vertical ou pré-

sente des gradins.

Dans ce dernier cas, on calcule, par approximation, la poussée et

la butée des terres, en remplaçant le profil des gradins par une droite

moyenne.

Les fondations ont pour objet :

1° De répartir le poids total de la maçonnerie sur une plus grande

étendue de terrain, de manière à réduire la pression par mètre carré de

surface et par suite le tassement ;

2" Daugmenter le poids total et de lui donner un plus grand bras

de levier sans augmenter sensiblement la poussée et son bras de

levier.

Ou satisfera à ces conditions en donnant à la fondation un ejrand
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empâtement sur le devant, et par suite une faible hauteur relative. Les

effets de l'aiigmonlation de la pouf sée et de son moment, duc à l'exis-

tence de la fondation, seront en partie compensés par ceux de la butée

et de son moment.

Les conditions de stabilité de l'ensemble de la maçonnerie, relatives

au glissement sur le terrain et à la lotatiou autour du côlé extérieur

de la base de la fondation, s'établiront dans chaque cas en suivant la

méthode indiquée aux n"" 10 et M, eu faisant toutefois intervenir la

butée.

1-i. Contrc-jorts extérieurs ou épcions butants. — Lorsque le frot-

tement de la maçonnerie sur le terrain est très-faible, comme cela a

lieu, par exemple, quand le terrain est argilo-vaseux, on ne pourrait

éviter de glissement qu'en donnant à la fondation un empâtement dé-

mesuré.

On évite cet inconvénient, quand les circonstances le permettent, en

reliant dedistanceen distance (par des châssis en charpente, on mieux

encore, au point de vue de la durée, par des voûtes renversées', la fon-

dation du nuir à celle d'un second mur qui lui fait face, d'une hauteur

moins élevée, accolé lui-même contre un massif de terre.

En donnant au second mur une hauteur suffisante, on pourra, par

la butée qu'il développera, neutraliser, autant qu'on le voudra, les

effets delà poussée sur le mur principal et assurer la stabilité de ce

dernier.

La place de Bergues offre un exemple de l'emploi des éperons butants

en charpente, dont l'idée première paraît due à Vauban.

iri. Fondations sur sable rapporté. — Lorsque la nature d'un ter-

rain est telle qu'd puisse, sous l'action d'une forte charge, éprouver

un tassement notable, tassement qui serait toujours accompagné d'un

refoulement latéral de la matière, il est dangereux d'établir directe-

ment, sur un pareil terrain, la fondation d'une construction. On évite

ce danger en employant différents procédés dont il serait inopportun

(le faire ici la nomenclature. Cependant, parmi ces procédés, il en est

un qui a été l'objet d'études spéciales, de la part des membres les plus

distingués du corps des ingénieurs militaires, et qui constitue ce que
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l'on appelle le sysiéme àe Jonr/atiotis sur sable rapporte, et auquel

nous croyons devoir nous arrêter ["].

Voici en quoi il consiste : on fait dans le terrain une tranchée dont

on soutient les terres, si cela est nécessaire, par des palplanches

légères; on remplit l'excavation par du sable de rivière, qui, comme

on le sait, est peu compressible, et c'est sur la masse arénacéeque l'on

établit la fondation.

I

'

J

, ,n' lang OL

Il est facile de se rendre compte de l'effet produit : la pression totale

sur le fond de la fouille est égale au poids du sable et de la maçon-

nerie, diminué du frottement dû à la poussée normale contre les parois

latérales. Or, comme cette poussée et par suite le frottement auquel

elle donne lieu croissent bien plus rapidement avecla profondeur que le

poids du sable, on voit qu'en donnant à la tranchée une hauteur con-

' *] Notice sur une nouvelle manière de fonder en mauvais terrain; par le capitaine

(lu Génie Moreau [Mémorial de T officier du Génie, n" II).— Mémoire sur l 'emploi du

sable dans les fondations en mauvais terrain; YiAr\c: capitaine du Génie Niel (même

recueil, n° 12). — Mémoire sur la stabilité des revêtements et de leurs fondations ; par

Poncelet i même recueil, n" 131.
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veiiable, on peut réduire la pression par mètre carré sur le fond, dans

telle proportion que l'on voudra, et par suite rendre insensible le

tassement du terrain. I.a poussée est d'ailleurs neutralisée par la butée

de la terre contre le sable rapporté.

Supposons [Jlg. 3} que la charge sur le sable soit produite par le

poids d'un prisme vertical assez long pour qu'on puisse le considérer

comme indéfini, dont les faces CC,, C'C, ,
parallèles à celles AB, A' 15'

de la tranchée, soient respectivement situées à une même distance

h = BC = B'C de ces dernières. Nous serons, comme plus haut, ra-

mené à considérer une section faite par un plan perjjendiculaire aux

longs côtés de la tranchée.

Soient

2C la largeur CC de la base du prisme;

1 son point milieu et IV la verticale de ce point;

z = AB = A'B' la hauteur du prisme de sable;

r, la hauteur du prisme CC, C'C, multipliée par le rapport de son

poids spécifique à celui H du sable.

La charge par unité de surface sera représentée par \\.r,.

Admettons que la hauteur z soit assez grande, sauf justification ulté-

rieure, pour que le prisme de poussée sur AB rencontre la direction du

côté CC, en un point a situé au-dessous de C, et que le prisme iW

poussée sur Ca rencontre IV en un point b situé en contre-bas de I. Les

points a' ,b' sont les symétriques de a, b par rapport à IV Nous pour-

rons, sans grande erreur et pour simplifier, supposer que l'angle du

frottement contre les parois AB, A'B' est égal à celui qui est relatif

au sable sur lui-même.

Nous désignerons par », ii' les réactions normales de ab, aC sur le

prisme arénacé aClb, et par o l'inclinaison de ab sur l'horizon.

Si nous admettons qu'il y ait tendance au glissement i\c la droite vers

la gauche du prisme ci-dessus, il y aura une tendance semblable de

la gauche vers la droite de la part de la masse a'C\b'.

Nous devrons donc supposer que les deux masses tendent à se sé-

parer suivant leur face commune IZ» et que, par suite, elles n'exercent

aucune action l'une sur l'autre.

Joiirn. de Math. (3« série), tome III. — A\ril 1S77 '"
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En désignant par x la longueur rtC, on a

Ii = jr — e tango, aire aCiZ) = e\oc — ^ tangy K

et

ne(-/j -{- X — - tang
(f )

,

pour le poids du prisme aClb augmenté de la charge sur CI.

Les conditions d'équilibre de translation du même prisme sont

n (COS9 + tangasinç) + ?2'tanga — Ue l'o-^JC — -tang
9]

71 (sin
(f
— tang a cos^) — 71' := o;

d'où, par l'élimination de 71,

[r. -h X — - tang u
I

;
tang o — tang y. )

(h)

Posant

d'où

e I -4-2 tang a tang» — tung'a

I +- 2 tang a tang 9 — tang- a = n.

u — I -h tang- 'X II

tans o = 2_ — _ cot tx — cot 2 a,^^ 2 tanga 2

n— I— tang^ a
tango — tang a

" ' ° 2 tang

la formule (A) devient

^^^^=[2(-/3+a-)tanga--(«-i-f-tang='a)J^
'u

^
*• '', k'-H2k In -l-x) langx-!— — 2 ;7:-i-x': i -f-tane'altanga (i — tang'

^ 2
I

^ 2J
^ ' ^ ^

[
'

] Cette expression est de la forme

— au- -^ ibii —
: — au -i-2.b — •

Ses dérivées première et seconde sont respectivement — « -H -> • Son maxi-
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Le maximum de celte fonction de u correspond à

, g.
j^
_ 74 Z^' + -^

I H -^ tang' '^ ; tang X -H- i 1— tanjH a
J

^

et l'on a par suite, pour la poussée Ji\ sur «C,

, rie cota ( r a

' 2 ( L
'

2 langa

expression que l'on peut, sans grande erreur, réduire à la suivante :

, riccota r e le, ,"|

' 2 |_ 2 tang a y 'ang -j.^ '\

1 h lang y. c I — tang' a > . i i

attendu que t/ ^—
' -,

^^— sont en général de petites

fractions.

Soit maintenant 5 l'inclinaison inconnue de Art sur l'horizon; on a

x ^= z — b tang 5,

par suite,

n p . r e cnt X , . i^ t: 1
n^ = —cota v; +ZH w tang 5 — \ c^/;+c — «tangC')col a .

ou approximativement

, , , ne r ccotz , , ,—,
;^

"1

(19) 7i, = — cota r,-hz-] o tang 5 — ve(y! + z)cot a •

en raison de ce que -t^^--> est en général une faible fraction.^ 2(„+;) &

nium cdrrespond à

et a pour valeur

2(6 — y' Crt ) •

18..
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Soient, maintenant, N, N' les réactions normales des plans Art, AH
sur le prisme de sable ABCrt; ce prisme étant en équilibre, sous l'ac-

tion de ces forces, des frottements auxquels elles donnent lieu et de

son poids, on a

\- N tanga — //, tai)ga= Uh
COSy.

N sin ( 9 — a 1

N'

d'où, par l'élimination de N,

ni
I

: tanins
)
ftangS — tanga)

N' = fi, H ^ 1^ .

I -I- 2 taiig X tang 9 — tang^ a

Si nous posons

I + 2 tanga tang 5 — tang- a — u,

le second terme de cette expression ne sera autre chose que la

valeur que prendrait lï si l'on remplaçait dans la formule (17) e par h

et ïj + :c par z; de sorte que, en ayant égard à la formule (19), on a,

en négligeant la quatrième puissance de tanga,

4N'tang-z 2e r e ^ , ^
,— r 1—

ni
— ~

ô ''
*" ^ "^ -cota 4-ocot 2a — \Je[-(i -t-zjcota tanga

23(i + tang»a)taDga+

-

-I- 2lztang«4- - — le-4-

expression dont le maximum correspond à

!3(i-t- tang'a) tanga H

—

(20)

et la poussée normale N\ sur AB sera donnée par la formule

I 2 N' b
I
—- tanga = ey; + z(e + i) 4- -cota[A + e(i — langea)]

( 2 1 )
<

— e \/e{-n + z) cet a

1 "~ ^ v l^"*" 0)'^°'* ^^^' ~^ tangua) 4- - cota
;
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et l'on aura pour le rapport o de la résultante du frottement sur les

deux parois au poids total

^ I b TA -I- c'i — tan^'al]= - + 7 COt U 1——

^

9. 4 er, + z e -i- b

(22)
«V f <; + z; cota

v/(-^)'
tang-ay + -^col'a

4

2[f/i -H-z;e + 6)]

et ce rapport serait égal à - si z était infini.

On reconnaît ainsi qu'en substituant à la terre du sable, qui a à peu

près le même poids spécifique, on peut réduire considérablement

la pression sur le fond de la trancbée, en donnant une hauteur con-

venable à cette dernière.

Si h est très-petit, comme cela a lieu le plus souvent, la formule (22

se réduit approximativement à la suivante :

le cot a \

qui est d'une facile application.

DE L ÉQUILIBRE DES TERRES LORSQUE LA RUPTURE PAR GLISSEMENT

NE TEND PAS A SE PRODUIRE.

16. Proposons-nous (7/g. 4) de déterminer le minimum de l'incli-

naison z sur la verticale que l'on doit donner à un talus AB pratiqué

rin- '(•

dans un terrain BC incliné de l'angle i sur l'horizon, pour que la terre

ne tende pas à se désagréger.
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Soient

AK, BI les perpendiculaires abaissées respectivement du point A sur

la direction de BC et du point B sur l'horizontale de A;

C un point quelconque du profil du terrain;

5 l'angle ACB;

H la hauteur BT;

y la coliésion de la terre par unité de surface [*j;

J l'interseclion de AC et de BI.

La figure donne

AB = -^, BC = AB^^ = AB^-^^iii±i+^,
coiî sinS sin6

AC = AB ? BCJ = qo" — ? — 5.
sintt "^

Si l'ou exprime que la comptisanfe suivant AC du poids du prisme BAC
est inférieure à la cohésion 7AC, on a

nH ABcos(( + 1 + 0] (cos/ — sin/tangê) sin(! -»- 0) AB cos'r -+- 6)7

d'où

nH
^ 27

tangi > -^
cote — tanglj ;i -i- col9 tang/) — (i + cot'6)

— I + cot9 tang/i=
27

Il faut donc que a soit au plus égal'au maximum par rapport à cotS

du second membre de cette inégalité. ]Mais nous nous bornerons ici à

considérer le cas de i =^ o. Nous aurons alors

tangc = max. cot5 — -^ (i + cot-5)

[*] On a, d'après Navier,

7 =: 1 36''5 pour les terres franches,

7 := 568''6 pour les terres très-fortes.
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OU

nH l'i

Le talus sera vertical pour la hauteur H, donnée par la formule

Si H croît indéfiniaient, i tendra vers 90°; mais, à partir du moment

où £ atteindra 90" — «, les terres tiendront quand mèiiic en raison du

frottement; la valeur Wn de H correspondant à cette limite est donnée

par la formule

n„ = ij fcota -H — ') = H, ('cota + -

Pour les terres très-fortes, on a

7 — SeSi^S n = iBoo''?, a = 55"

et

H, = i'",26, IL = 2"', 38.

NOTE SDR LA TUEORIE MATHEMATIQUE DE L EQUILIBRE

DES SEJII-FLUIDES.

17. Dans celte Note nous avons uniquement pour objet de donner

quelques développements à l'extrait du Mémoire de M. Maurice Levy,

publié au tome IV de la deuxième série de ce Recueil.

Soient Ox, <dj deux axes rectangulaires tracés dans une section

d'un prisme horizontal indéfini de terre; i l'inclinaison de Oy sur la

verticale; N et T les composantes normale et tangentiellc de la pression

sur un élément plan passant par le point (a:, /) incliné de l'angle sur

Oj
; X l'angle formé par cette pression avec la normale parallèle aux

arêtes du prisme; nous attribuerons à II et a les mêmes significations

[*] Voir notamment notre Traité de Mécanique générale, t. II, p. 64.
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que ci-dessus, et nous aurons

(a3)

(24)

-7^ + ^ = — risin/.

/-^ +— = Ilcos/;
[
dy dx

^ ^ p..-^Pyr _^ /^» - Prr COS25 +p„si.)25,

1 = — sin 2 & -+-
/?,.,. cos 2 5 ;

^ ÎS — p„ — o„l sin2 9 -I- a/jj, C0S261
20 \\\W° 'J = — = —^ —^ •

*''- T yj_rx + /^7r -i- /-'il — /J^7i sin2 9 H- 2/;j.r C0S2S

La masse ne pouvant supporter que des pressions et non des traclions,

il faut que p^j.-, fw et N soient positifs. Il est facile de reconnaître que

le niinimuii) de N est

et, pour qu'il soit posilif, il faut que l'on ait

,26) P:Lxl\r>Ply

Le maximum et le minimum de/ correspondent aux valeurs de 27 -l-

/

données par l'équation

(27) tang(2 5 + /j= -'-i Pj/

Mais, si nous supposons que la masse de sable se trouve en équilibre

instable, on doit avoir

/. = - «'

par suite

(281 tang(25±^^)=-'^f^,

et l'équation (aS) donne, par suite,

( 29) (/»ax - P^.y)' ~ ^P% — iPxx — Pyy)- siu « = O ['
],

[*] Dans l'extrait cité plus haut du Mémoire deM. Maurice Levy, on a subsiitué, par

inadvertance, sin'a à sina, dans cette formule.
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et les équations (aS) et (29), en ayant égard aux conditions relatives à

la surface, permettront de déterminer p_^^, pyy, p^y.

18. Supposons maintenant que le massif soit indéfini dans le sens

transversal et qu'il soit limité à sa partie supérieure par un plan incliné

de l'angle / sur l'horizon; nous ferons coïncider Taxe Ox avec la

trace de ce plan. Les équations (a^; et f 28) seront satisfaites, ainsi que

les conditions /jj-,. ^ o, pj.,. = o relatives à la surface, en posant

(3o) Pyy— ï\ cosi, p.ry= — n.sin/, p.cx^ ~~n,-^['],

// étant donné par la double équation

/i-(i ± sina) — 2«cos/ (i rp sina -f- cos^/:'i ± sina) — 4 = "•

Pour que les racines de cette équation soient réelles, il faut que

l'on ait

I ± sina Xi ± 2 sina) cos'/,

condition qui ne peut être remplie pour / = o qu'en prenant les signes

inférieurs; et nous aurons alors

/O \ (i -f- sina I cosj -I- ^ I — sina — ^i — a sina cos'^ p^»,
1 — cîn n t- J
I — sin a

Nous avons rejeté le signe inférieur du radical, parce que, pour le cas

d'un liquide ou de a = o, / = o, on doit trouver n = \

.

La condition (26), qui se réduit à

\ 1 — sina — (i — 2 sin a j cos"/ > — sina — cosa/,

sera toujours satisfaite.

[*] De ce que — ^ — tang», la pression sur un plan parallèle au talus est bien

verticale; mais elle est égale à n^ et non au poids du prisme vertical, comme le suppose

Kankine.

[**] Si a et par suite i est assez petit pour qu'on en puisse négliger le carré, on a

Il z^ \ -f- 2 sina -(- v'sina (i + sina),

Journ. de Math, {i" série), tome 111. — Mai 1877. ' 9
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Les angles 5 donnés par la formule (27) étant indépendants de x et

j-, tous les plans de glissement sont parallèles.

Supposons maintenant que l'on entaille le massif et que l'on veuille

soutenir le talus par un mur construit de telle façon que la répartition

des pressions dans la masse soit la même que dans le cas ci-dessus, où

cette masse est supposée indéfinie dans le sens transversal. Désignons

par ol' l'angle de frottement de la terre sur le mur; l'angle Q que devra

faire le parement intérieur du mur axec Oj sera donné par l'équa-

tion (aS), en y supposant X = a', et qui devient

,T , , in — cosf)sin29 — asîn:cos29
(02) langa = — —.—

os ( -(- [n — cos( ) sin 2 9 — 2 sini sin 9

On voit ainsi que, rigoureusement parlant, l'hypothèse qui consiste à

considérer les surfaces de glissement comme planes ne peut se réaliser

que dans un cas très-particulier, comme nous l'avons fait observer

plus haut dans une Note spéciale.

Revenons au cas d'un massif indéfini transversalement. Supposons

qu'il supporte une charge verticale uniformément répartie sur le plan

qui le limite à sa partie supérieure et censé horizontal, soit Il/j la

charge par mètre carré de surface. Nous satisferons aux équations (23)

et (29), ainsi qu'à la condition relative à la surface, en posant

Pyy = n
(J + •/>

) , p,y = 0, p^,,= n {j + -^ )

,

n étant donné par l'équalion (3i j, en y faisant / = o.
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Sur la construction géométrique des pressions que supportent

les divers éléments plans se croisant en un même point d'un

corps, et sur celle des déformations qui se produisent autour

d'un tel point ;

Par m. J. BOUSSEVESQ.

l. r.amé, au moyen de son ellipsoïde d'élasticité et ci'iin autre

ellipsoïde ou de deux hyporboloïdes conjugués, a interprété géomé-

triquement, d'une manière en quelque sorte immédiate, les formules

par lesquelles Cauchy avait exprimé les pressions exercées sur l'unité

d'aire des éléments plans menés par un même point d'un corps. Je me
propose de montrer qu'il est possible de simplifier encore la construc-

tion de ces pressions, et d'arriver ensuite sans calcul à la connais-

sance de particularités rensarquables, concernant leurs composantes

tangentielles, le rapport de ces composantes aux composantes nor-

males, etc.

Je supposerai qu'on retranche, de toutes les composantes normales

dont il s'agit, la demi-somme des deux forces principales la plus

grande et la plus petite au point considéré, sans rien changer d'ail-

leurs aux composantes tangentielles. On sait que celles-ci et les com-
posantes normales en excédant ne cesseront pas d'être régies par les

formules de Cauchy, en sorte qu'il sera permis de faire abstraction de

la partie commune retranchée, sauf à la rétablir finalement. Si R dé-

signe la demi-différence des deux forces principales extrêmes, la plus

grande sera donc réduite à R, la plus petite à — R, et la force prin-

cipale intermédiaire ou moyenne aura une certaine valeur, T, com-

prise entre R et — R.

19..
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Je prendrai pour axes coordonnés Ox, Oj, Oz les droites qui re-

présentent les trois forces principales R, T, — R quand on leur ajoute

une même quantité, assez grande pour rendre la troisième positive.

D'après les formules de Caucliy, la pression F que supporte réiément

plan dont la normale fait avec ces axes les angles a, /3, y aura pour

composantes respectives

Rcosa, Tcos/5, — Rcosy.

Cette pression vaut

F = vR\cos-a-4-cos-7)+T='cos-p = \ R= - (R='-T=')cos^7^.

Elle ne dépend que de |3 et grandit, de yT^ à R, quand
fi

varie, soit de

zéro à -, soit de - à -; ou que l'on considère des éléments superficiels
2 2^ '

de plus en plus inchnés sur le plan des deux forces principales

extrêmes. Elle fait d'ailleurs avec Oj- un angle, |5', dont le cosinus,

COSp = pCOS/B,

ne dépend également que de
fi

et est moindre que cos,S en valeur

absolue, si ce n'est quand ces cosinus sont nuls ou que
fi, fi'

valent

un angle droit. Enfin, si l'on projette sur le plan des xz, d'une part,

la pression considérée, d'autre part, la normale à l'élément plan, ces

projections feront avec les axes O.r, Oz des angles ayant leurs cosinus

respectivement proportionnels à Rcosa, — Rcos'/, pour la première,

à cosa, cosy pour la seconde, et d'ailleurs de mêmes signes que ces

quantités: les deux projections étant ainsi inclinées sur Ox d'angles

égaux, sur O^ d'angles supplémentaires, seront symétriques par rap-

port à 0.r.

On construira donc comme il suit la pression F exercée sur l'élé-

ment plan. À partir de V origine et dans le pîa?i des deux plus giandes

forces principales R, T, on mènera, d'un même côté de la force princi-

pale moyenne T, deux droites inclinées, sur cetteforce moyenne, l'une,

de l'angle donné
fi
quefait avec elle la normale à l'élément superficiel
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proposé, rautic, de l'angle |3' dont le cosinus vaut - cos^, e?i donnant

à celle-ci la longueur F = sJR- — (R^ — T*) cos^p-, puis on iniprinieict

à ces deux droites deux rotations égales et contraires autour de la

force principale moyenne T : à l'instant où la première droite viendra

coïncider avec la normale à l'élément plan, la seconde représentera la

pression qui lui est appliquée.

2. C'est dans le plan des xz, c'est-à-dire quiind jS et /5' valent un

droit, que l'inclinaison de la pression F sur la normale à l'élément qui

la supporte varie dans les plus larges limites, vu que ce n'est qu'alors

que cette pression peut coïncider, tantôt avec la normale, tantôt avec

son prolongement. Ainsi la force F, qui atteint dans ce plan sa plus

grande valeur absolue R, y devient successivement, soit tout entière

normale et positive, soit tout entière normale et négative, soit tout en-

tière tangentielle. Il est évident que la composante tangcntielle R,

qu'elle donne dans ce troisième cas, constitue la j)lus grande de toutes

les composantes tangentielles de pression au point considéré; il l'est

aussi que les pressions normales R, — R, qu'elle donne dans les deux

premiers cas, sont la plus grande et la plus petite des composantes

normales de pression, et qu'elles restent la plus grande et la plus

petite quand on ajoute à toulcs les coiiiposantes normales la partie

comnnuie dont on avait fait abstraction. De même, lorsqu'on compo-

sera cette partie commune avec les forces F, il n'y aura évidem-

ment pas de résultante plus grande ou plus petite que celle qu'on

obtiendra en prenant simplement la somme ou la différence de cette

partie commune et de R.

Considérons enfin le rapport d'une com|)osante tangentielle quel-

conque de pression à la composante normale correspondante, et com-

parons-le au rapport analogue, calculé pour la pression qui a compo-

sante normale égale, mais qui est contenue dans le j)lan des xz. I.a

plus grande des deux composantes tangentielles considérées est celle

dont le carré, joint au carré de l'excédant commun de la composante

normale sur la demi-sonmie des deux forces principales extumcs,

donne la plus grande valeur de F-. C'est donc celle qui est comprise

dans le plan des xz, et son rapport à la composante normale est le
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plus grand des deux en valeur absolue. En d'autres termes, des deux

pressions totales considérées, celle que contient le plan des jcz fait le

plus petit angle avec l'élément superficiel qu'elle sollicite.

C'est doue, en résumé, dans le plan des deux forces principales ex-

trêmes qu il faut chercher tout à la Jais : i° la plus grande et la plus

petite des pressions; 2° la plus grande et la plus petite des composantes

normales de pression ; 3° la plus grande des composantes tangentielles ;

4° la pression la moins inclinée sur iélément plan qui la supporte.

5. Une construction exactement pareille permet de représenter,

après des déformations quelconques, tous les éléments matériels recti-

lignes, d'une même longueur primitive infiniment petite, qu'on peut

concevoir menés à partir d'un point déterminé O d'un corps. Si l'on

prend leur longueur primitive constante pour unité et qu'on rapporte

ces diverses lignes à trois axes Ox, Oj., Oz, dirigés suivant les trois

éléments, dits principaux, qui sont rectangulaires entre eux après

comme avant les déformations, ou sait que les projections, sur ces axes,

de l'élément quelconque qui faisait avec eux les angles a, (5, 7, auront

crû respectivement de

c), cosa, d^ccs^?, ('3 C0S7,

<^i I
*^2) "^3 désignant les trois ddatations principales (supposées rangées

par ordre de grandeur décroissante). Ces accroissements se compo-

sent respectivement : 1° d'une partie

\{d,+d^)coi,a, -1(1), -I- <)3)co>,3, |(<), + ()3)cos7,

dont l'effet est d'allonger de 4(<^i4-'^3) tous les éléments reclilignes

considérés, sans changer leur direction; 2° d'une autre partie

cosa, ^^ ^ cos/i, C0S7,

qu'on pourra écrire

Rcosa^ Tcos|3, — Rcosy,



CONSTRUCTION DES PRESSIONS ET DES DEFORMATIONS, ETC. 131

si l'on pose

j^^^l^Zjh, T=.d.,-^-l±±.

Il faudra évidemment, pour construire chaque élément rectiligne

après les déformations, composer {géométriquement la droite primi-

tive I, augmentée de |(d, -+- '^3 , avec une autre droite, F, dont les

projections sur les axes seraient

Rcosa, T cos|i, — Rcosy.

C'est à celle-ci que s'applique la construction indiquée au n" 1. La

projection de celte droite F sur la direclicn qui fait avec les axes les

angles a, /5, y, projection à laquelle convient actuellement le nom de

composante tangentielle plutôt que celui de composante normale^

s'ajoute à i(<^i + ^^a) pour donner la dilatation totale qu'a éprouvée

la projection de l'élément rectiligne sur sa direction première, dila-

tation dont la différence à celle de l'élément proposé est de l'ordre

des carrés ou des produits de <),, à.^^ t)^, et le plus souvent négli-

geable. L'autre composante de la même droite F, composante nor-

male et non plus tangentielle, mesure le déplacement de l'extrémité de

l'élément rectiligne dans le sens perpendiculaire à sa direction primi-

tive; divisée par la projection finale de l'élément rectiligne sur sa di-

rection première, elle donne la tangente de l'angle qui représente le

changement total de direction éprouvé par l'élément. On reconnaît,

en raisonnant comme ci-dessus (n°2), dans le cas où l'on cherchai!

le plus petit angle d'une pression avec l'élément plan qu'elle sollicite,

que ce changement de direction devient maximum pour des éléments

rectilignes situés dans le plan des deux dilalalions principales ex-

trêmes <^,, <^5.

D'ordinaire, les déformations sont petites, la projection d'un élé-

ment rectiligne sur sa direction première diffère peu de 1, et la com-

posante normale du déplacement de l'extrémité mesure à elle seule

le changement de direction de l'élément rectiligne. Alors ce change-

ment de direction est le plus grand possible, égal à R ou |(J, — «^jj,

pour les quatre éléments bissecteurs des angles des deux axes Ojf, Oz,
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c'est-à-dire des angles formés par les deux dilatations principales

extrêmes <^,, «^3; en outre, il se fait symétriquement de part et d'autre

de Ox et de O2, en sorte que l'angle de deux de ces éléments qui

étaient primitivement rectangulaires éprouve une variation double

de R ou égale à '', — '^3. Il est évident qu'il n'y a pas d'autres élé-

ments rectilignes, primitivement rectangulaires ou non, qui se rap-

prochent ou s'écartent mutuellement autant que ceux-là, par suite des

déformations. Le glissement maximum de deux éléments rectilignes

égale donc la différence des deux dilatations principales extrêmes;

résultat bien connu en ce qui concerne deux éléments rectangulaires^

mais qui n'avait peut-être pas été démontré aussi simplement.
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Des formes cjiiadratùiiies binaires et ternaires
[

*
| ;

Par m. Edoitard SELLING.

IV. — Formes ternaires indéfinies.

n. — Relations avec Icsjormes positives correspondantes.

Formes réduites

.

J)e même que la théorie des iormes positives f coiupieiitl celle des

négatives —
f,

de même aussi la théorie d'une espèce des formes indé-

finies y, de laquelle seule je veux trailer, comprend celle des

autres —J. Pour cela, je suppose que l'invariant des formes y ne soit

pas négatif, et [)rovisoirenicnt qu'il ne soit pas zéio. Ces formes y

. peuvent ensuite s-e changer en la forme jc'-—j- — z-

par une substitution homogène linéaire à coonicients réels cjueicon-

ques. Pour ramener la transfornialion et la réfluction tie ces formes à

celles dos formes positives, j'établis le système des équations

(9 !

1

' "'
' ' " ','.'

" '^,'Ç — rn'Ç, — r,-2'Ç2=
{i, Ç; — ?,:, — ?.,=., = //, çr, — q,T,, — l,c.,= i;

dans lesquelles S, v^, Ç, §,, /j,, Ç,, !„, /jj, 'Ç2 doivent être des variables

continues qui parcourent toutes les valeurs réelles possibles. Si l'on

détermine parcelles-ci, au niDven des équations (7), six quantités va-

riables II, b, c, g, I), k, et si l'on eonsidère une forme (
' ' '

|
on f,

qui a ces quantités pour coefficients, cette forme f on

devient positive pour tontes les valeurs aihnissibles de ses coefficients

variables; je l'appelle la Jorme positive correspondant à la Jorme J.

[*] Voir, pour la première partie de ce Mémoire, t. III, p. 11 de ce Rectiiil.

Journ. de Sfatli. (3' série), tome 111. — Mai 1877. 20
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Les équations (9) entraînent les équations

/S--H;-S5 = A, H=— Hj — Hi = B, Z'-Z^ — Z^ = C,

(lu) HZ-H,Z, -H,Z, = G, ZE -Z,H,-Z,H, = H,

(hh-h.ii, -H,TL = K,

clans lesquelles A, B, G, G, H, R désignent les coefficients de la forme F

adjointe à/; car les équations (9), (10) |)rovieniient des équalions (7),

(8), que je résume par
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Des neuf équations comprises là-dedans, trois nous apprennent

que \jl 'E, \ /-II, y/Z sont les demi-dérivées de F;, r,, u) relatives

à |, r,, 'Ç. L'équation SZ + v^H + ^Z = \ / se change donc en

(<i) F(?, -,;,::>/.

Comme pareillement v'/-?> S^^-'^h V^ ? sont démontrées être les

demi-dérivi'es dey H, H, Z) relatives à H, 11. Z, on a aussi

{il) fE,U,Z) = I.

On lire immédiatement les relations entre les coefficients de^, f, r, £
de (il) ou (la et des équations

(.3]

(•4)

( a ^ aï- — a, b ^= 7r,- — b, c ^ 2Ç- — c,

( Q = 2r,'Ç — g, 1} =^ 2'Ç£ — h, k=2|y; — ^,

5l=2H--A, JD = 2lP-B, C=2Z--C,
© = 2HZ-G, i5 = 2ZH-lI, ^=.2HII-R.

En effet, les invariants simultanés suivants deviennent

(i5) Ao + Bb-n-Cc-t- 2(;g4- 2nb + 2Kk = -/,

(16) «^ + ^5 + cC + 2ije + 2hig + 2/t^ = - 7,

ce qui résulte aussi sur- le -champ de ce que les invariants des

formes f +_/ et f—/ s'évanouissent. Du premier, du détermi-

nant 82 ±ë,--o-'Ç^, disparaissent aussi tous les premiers déterminants

mineurs. Donc on peut de (i5) éliminer encore trois des nombres n,

11, c, 0, 1), h. On obtient, par exemple, au moyen de

{a -^ a) (é + b) = {k -h k)-, {a + a) (g + g) = A- + k) (A + Ij),

{a-\-a){c-hc) = {h-h\))\

tant que a n'est pas zéro ou infini,

(17) F(a,k, !)) = «/,

relation identique avec (i5).
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On obtient de même

(.8) /(^,^,i§) = A/.

a p V

Si / et f se chane;ent en f et f par l;t substitution a, i, 7

- S: V

f est aussi une forme positive correspondant à y, comme cela ré-

sulte déjà lies propriétés d'invarianls énoncées.

Les quantités intermédiaires ç\... sont celles qui ont déjà été indi-

quées; elles peuvent encore être ex primées sommairement par l'équation

ç'
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sons des quantités Ç,, v;,, Ç,, '^,. r,.,, Ço, qui ne changent pas

quand le système tourne autour de cet axe, on poumiit adniPlIre

que l'une de ces grandeurs, Ç, P^^ exemple, est constamment = o;

et quand, par hypothèse, a>o, regarder S,, ç, comme des va-

riahles indépendantes , dont sont fonctions les huit systèmes de

valeurs réelles des antres variables satisfaisant aux équations (9;.

De deux systèmes de valeurs, dont résultent pour n, b, c, g, I), k

les mêmes valeurs, je n'en admettrai qu'un, correspondant au

5 >•, ç
j

signe supérieur dans l'équation ?, /;, r, h= ± ^ /, de sorte que

?! >î> Çj
I

chaque point reste assigné à l'une des deux nappes de son hyperbo-

loïde, si i'hyperboloïde en a deux. Des deux systèmes distincts de

valeurs S, ry, ^, satisfaisant à l'équation (11), un seulement est admis.

Et si l'on veut introduire une nouvelle figure géométrique, on peut

regarder 2, •/], Ç comme coordonnées d'un iioint mobile sur une nappe

d'un hyperboloïde à deux nap|)es.

Je ramène maintenant aussi, pour les formes quadratiques ter-

naires, la réduction des indéfinies d celle des formes positives, et, sous la

réserve de restrictions ultérieures^ j'appelle réduite une jbriue ituié-

fmie, quand , à' i\\)rès ma définition, la Jorme positive correspondante

est réduite pour un système admissible quelconque des valeurs des

variables introduites. On obtient, pour chaque classe, une forme ré-

duite quand, à une forme ^ quelconque de cette classe, on forme la

corresj)ondanle f au moven de n'importe quel système admissible des

valeurs de ces variables-là et que l'on applique kj une substitution

qui puisse changer f en une réduite. On obtient toutes les formes ré-

duites de cette classe, si l'on agit de même à l'égard de tous les

systèmes admissibles de valeurs; de sorte que, dans la première figure

et pour Ço = o, le point S, ç,, I2 |)rend toutes les positions sur l'une

des nappes de I'hyperboloïde |- — S'f
— il=a, ou, dans la seconde

figure, que je suivrai désormais, le point B, /j, Ç prend toutes les posi-

tions sur l'une îles nappes de I'hyperboloïde F(ç, r,, Ç) = /.
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/;. — Points angulaires des champs desformes réduites.

Axes de sjmctrie.

Ces nappes se tlivisenl en cliamps tels que, pour tous les points

d'un champ, la même forme f est rétluite, tandis que, sur les limites,

des coefficients variables de cette forme, g', I)', k', l', m' ou u' sont

égaux à zéro. Comme il s'agit seulement de trouver de quelle manière

ces champs sont reliés entre eux, et comme cette manière ne change

pas, si l'on prend pour base, au lieu dey, une forme équivalente quel-

conque, on peut, dans tous les cas, prendre pour bases d'autres

formes équivalentes, le plus simplement celles dont les formes posi-

tives correspondantes sont elles-uièmes réduites et que je désigne aussi

pary. Toutefois, j'exclus provisoirement le cas où l'un des nombres

a, b, c, d. A, B, C ou D = Fii, i, i) deviendrait égal à zéro. Pour

reconnaître les champs, on n'a besoin que de considérer les lignes de

leurs limites, et pour reconnaître les lignes limites on n'a qu'à consi-

dérer leurs [joints extrêmes, c'est-à-dire les points d'intersection de deux

de ces lignes; aucun champ, en effet, ne peut être borné par une ligne

rétrogradant sur elle-même; car si, par exemple, cette ligue était

k = o, à deux points de cette ligne
^

—

-^:^—- ou Z disparaîtrait né-

cessairement. Il faudrait donc que C<<o, et l'équation (ii) se chan-

gerait en l'équation (4), qui pourtant, avec k = o, n'admet pas deux

solutions réeMes. Les points à considérer sont de deux espèces essen-

tiellement différentes, suivant que les deux coeflicients qui dispa-

I- -Il I ' I <<i ')> l*
I

raibscntsont ou non sur une ligne verticale dans le système {
."

° ''

( l, m, 11
(

Au point |)=^m^o, par exemple, suivant III, /;, alinéa 7, trois

champs se rencontrent de telle sorte que, |)ar la substitution

, les formes positives correspondantes se changent

cycliquement les unes en les autres. Comme lignes limites, entre les

trois champs, paitent du point i) = m = o les lignes 1) = 0, 1) — tn et
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m = o, de sorte que chacune de ces lignes n'existe que d'un

côté du point. Comme à lui point semblable une ligne se fend en

deux, j'appelle ce point un point de fissure. La condition d'après

laquelle on peut obtenir |)'=m' = o, tandis que f est réduite,

s'exprime facilement par la condition d'a|irès laquelle, dans luie

forme f, d'où résulte f par la substitution

obtenir g = |j =^ U ; donc

I , on peut

[\i-i-h](\^ + i\ h -!-/' N4-;:)

h-T-

/')

8 H -t- /'

+ 2G k-f-if~; + 2H k

lî -h /

h) -+- 2K'> -f-X)'y !/,

tandis que k n'est pas négatif et n'est pas plus grand que n, b ou r,

ou, ce qui est la même chose, que, si l'on met X, y., v pour o — k,

b — k, f — k ou
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tion (i ^
, avec 1) = k = o, donne

-VF
(9) " = \/x'' ^ = '-^=-b =

9 =
G —

puis, au moyen de l'équation (i8), et de ip = .^ — o, on obtit^nt

encore

^-^-- -= - B =
\/'> -^^\/7,

Pour que ces valeurs soient réelles, il faut seulement que a et A

aient les mêmes signes, et si c'est le négatif, il faut encore, pour

que :,/;,? deviennent aussi réelles, que ak soit < /, condition qui se

réalise d'elle-même quand A est positive, comme il résulte de

/ = «A -h kK + h\\=z a\ — bh- — ighk + cP),

où la forme quadratique iiinaire, placée entre parenthèses, est

alors négative. Ici non plus une détermination effective de la ra-

cine n'est jamais nécessaire, mais seulement quelquefois un essai

pour savoir si elle atteint ou non certaines limites. Il est aisé de

voir maintenant que la forme
|

"' ''

^ ou bien est réduite ou se

I O ()
I

transforme en une réduite par une substitution o p, -/, , suivant

o S, 7,
I
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que la forme binaire (b, g, c) est elle-même réduite ou se transforme

ou une réchiite parla substitution „' • A la place de fb, n, r! se

uiettent, en cas de réduction, dans les autres formes ternaires qui sont

réduites pour les champs aboutissant au point de croisement, les

formes binaires résultant de (b, g, c) par la permutation cyclique des

trois coefficients extrêmes et la substitution • Chaque système
I

° — ' I

de coefficients entiers a, a,, «o, X, y., v qui satisfont aux conditions

I = a>. -h a,|u. 4-
«a'-' ^t o <y"(a, a, , «2). F(X, /x, v) ^/ détermine un

point de croisement et un seiilemeut.

La question de savoir comment les champs sont reliés les uns aux

autres peut maintenant se ramener à la recherche de tous les points

de croisement. Il est, à vrai dire, possible qu'un chamj) n'ait aucun

point de croisement, mais seulement des points de fissure à ses limites;

toutefois, qu'une ou deux portions de deux lignes, comme I) = o et

m = o, forment la limite de ce champ, la ligne I) — m = o seule sera

à considérer à l'égard des champs avoisinants. Ces champs se com-
portent alors comme si les branches respectives de la ligne I) — m =: o

n'eussent pas été interrompues par les lignes 1) = o et m = u.

On doit examiner encore spécialement les cas exceptionnels dans

lesquels, conformément à ce qui a été dit plus haut, III, b, 9, plusieurs

des points étudiés coïncident. Soit, dans un point j)
= |)=;k:=o, et

admettons pour la symétrie que les signes de g, l)et k ne soient les mêmes
<ians aucun des six fragments de surface séparés par les lignes

fl
= o,

i) = o, k= o, ce qui, au besoin, peut être amené par l'emploi d'une des

substitutions . Qu'on se figure

ensuite une des trois lignes g = o, I) = o ou k = o déplacée d'une

quantité infiniment petite, de telle sorte qu'il en résulte un triangle

infiniment petit, dans l'intérieur duquel g, I) et k soient négatifs et

f réduite. Les trois sommets de ce triangle sont alors des points de

croisement. Quant aux six champs qui les entourent, ceux qui sont

adjacents aux côtés du triangle appartiennent à deux de ces points,

tandis que le triangle lui-même apparti( nt à la fois aux trois points.

Les deux lignes g4-l) = o et g + k = o bornent le fragment de

Joiini. de Math. (3" scrie,\ tome III.— Mai 1S77. 31
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surface qui est adjacent au côté du triangle g = o, et dans lequel

la forme résultant de f par la substitution est réduite.

Ces deux lignes se rencontrent en un point de fissure et y ont comme

continuation com.mune la ligue I) = k. Ce champ devient aussi infi-

niment petit. Attendu qu'il en est de I) et h comme de g, on reconnaît

que, si on laisse les points coïncider de nouveau, et qu'on ne tienne

pas compte des champs dégénérant en un point, neuf champs se

trouvent placés autour du point j)
= !)=;K = o et sont séparés les

uns des autres, d'une pai't par les lignes
fl
= o, I) = o, k = o, et

de l'autre par les lignes 1} = k, k = g, g = !)• ^" même point se

restreignent aussi les champs des trois formes encore restantes des

seize formes essentiellement différentes et réduites en ce point, les-

quelles résultent def a.n moyen des substitutions

et o 1 o — I

o —

1

Si deux lignes limites coïncident en une seule, comme, par exemple,

quand g = h =^ o, les lignes g = o et |)
= o se confondant en la ligne

Ç = o, alors la condition prescrite à la forme^ est aussi remplie par

la forme qui coïncide numériquement avec elle et qui en résulte

au moyen de la substitution ; dans ce cas, quatre des neuf

champs généralement finis dégénèrent en la ligne Ç= o, avec laquelle

coïncident aussi les lignes g + 1} = o et g — I) = o. Sur le côté positif

de la ligne k= o restent les champs des deux formes concordant nu-

mériquement l'une avec l'autre et provenant dey par les substitu-

tions dzi o ; sur le côté négatif, se présentent, de part et

o — I

d'autre, les champs des formes concordant numériquement et qui

résultent de J par les substitutions L'autre ligne

limite de chacun de ces deux champs, passant par le point, est
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rh I)
— k = o OU qz — k = o, suivant que la valeur absolue de r,

est plus grande ou plus petite que celle de |. Les formes, concor-

dant numériquement entre elles, des champs suivants de part et

d'autre et s'étendant jusqu'à la ligne Ç = o, résultent, donc de J,
±1 o o II

ou par les substitutions , ou par les substitutions

) o rti

:i o iti Un seulement de ces deux champs aurait été fini,

dans le cas plus général, l'autre eût dégénéré en un point. Se trouveront

réduits à ce point les champs des deux formes provenant de J par

les substitutions quant à ceux des huit formes res-

tantes, ils dégénèrent en la ligne Ç = o, savoir, quatre dont les formes

ont été nommées ici, sur le côté négatif, et quatre sur le côté positif de

la ligne k = o. On reconnaît aussi cette dernière particularité à ce que

chaque point de la ligne Ç=:o a les propriétés d'un point de croisement,

où les trois lignes qui se coupent coïncident en une seule, où, par con-

séquent, quatre des six champs dégénèrent en cette ligne et où les

formes des deux champs adjacents peuvent être converties l'une en

l'autre par la substitution

Comme les formes des champs placés immédiatement des deux côtés

de la ligne Ç= o concordent numériquement entre elles et que, par la

forme appartenant à un champ, les formes de tous les champs voisins

sont déterminées complètement, cette ligne forme en quelque sorte

un axe de symétrie, des deux côtés duquel, même aux distances plus

grandes, la division en champs est pareille; il s'ensuit que, pour recon-

naître tous les champs, on n'a pas besoin de dépasser celte ligne. De
cette espèce sont, dans la J?g. i [voir la Planche), qui représente la di-

vision en champs pour une classe de formes, à nombres entierset à l'in-

variant 60, quatre des six lignes limites externes. On n'y a inscrit que
les formes dont les champs ont une étendue finie, en les plaçant à

leur intérieur. Les lettres mises aux lignes limites désignent celles

des quantités variables qui deviennent égales à zéro, le long de celles-

ci, et la désignation est toujours choisie par rapport à la forme, dans

ai..
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le champ de laquelle la lettre est placée. Ce que S, vj, Ç sont par rap-

port à a, b, c, c'est w par rapport à ^. Dans chacune de ces formes,

pour exclure l'arhitraire, l'ordre des coefficients n, b, c, d est

choisi de telle sorte qu'ils forment une progression décroissante et

qu'aussi, parmi les coefficients g, /?, A-, /, m, n, chaque fois le premier,

non encore déterminé, devienne aussi grand que possible. Mais, pour

les substitutions indiquées dans le texte, à l'égard desquelles on pourrait

désirer différents ordres des a, b, c, ri? correspondant aux différentes

lignes limites d'un champ, il est admis que ces ordres ont d'abord été

modifiés de part et d'autre, en cas de besoin.

Si, aux conditions dernièrement étudiées, g = /j = o, se joint encore

k= o, et si yj est le facteur, devenant zéro, de k, de sorte que l'une

des deux branches de la ligne j)
= o coïncide avec I) = o, l'autre, avec

k = o, les conditions prescrites à la forme/ sont remplies par quatre

formes concordant numériquement entre elles, lesquelles proviennent

les unes des autres par les substitutions

i
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A l'aide des substitutions énoncées, III, h, non-seulement des

formes positives réduites, mais encore des formes quadratiques ter-

naires quelconques se transforment en elles-mêmes, quand elles rem-

plissent les conditions indiquées, et toutes ces conditions peuvent èlie

remplies par des formes indéfinies, excepté celles qui, pour /. et ).,

donnent la valeur 24- Si les conditions énoncées, de 1 à 4, sont

satisfaites dans des formes indéfinies réduites, on trouve, aux lignes

limites de leurs champs, une symétrie en jt sections, et, par suite de

cela, aussi dans toute l'ordonnance des champs plus ou moins avoi-

sinants. Au cas \ , a = b, g = h, l =z m, appiirliennent. <lans \-*Jîg- i.

les formes

-3
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Au cas 7 appartiennent les formes

3

-9
et

-4 o

-9

pour lesquelles À = 2; la première concorde avec elle-même, après

modification convenable de l'ordre des rt, Z», c, d, la deuxième avec

une troisième, dont le champ a un point de fissure commun avec

ceux des deux premières.

Les cas 8, h = kz= o, auxquels appartient, pour X = /J, la forme

18 20
, et 9, g ^^ h = k = o, ont déjà élé discutés plus

haut.

Nous avons ainsi épuisé les cas dans lesquels deux formes, con-

cordant numériquement l'une avec l'autre, peuvent appartenir au

même champ ou à deux champs conligus l'un à l'autre le long d'une

ligne.

c. — Manières de trouver les champs.

Pour trouver, à partir d'un point de croisement I) = k =: o, les

autres du même champ, il faut d'abord rechercher s'il y a des

points de croisement 1) = l = o, Ij = g = o, 1) = n = o, ce qui exige

que rt et cd— 7i^, c et ab — A-, c et ad — Z^ aient les mêmes signes,

et, quand ils sont négatifs, ils aient un produit n'excédant pas l'in-

variant; enfin que les formes binaires (c, n, ïi), (0, k, b), (0, l, ïi)

à considérer suivant (19) soient réduites respectiveiiient. Des points

de croisement que l'on trouve réellement, il n'y en peut guère avoir

qu'un seul avec 1) = k = o sur la même partie de la ligne I) = o, et je

ne veux considérer comme tel que le point Ij = g = o, attendu qu'il en

serait de même des deux autres, dans le cas présent. Car les deux

lignes I) = o, g = o ne peuvent pas, d'après (19), avoir plus d'un

point d'intersection réel et si la partie à étudier de la ligne I) = o est

entrée, auprès d'un tel point, dans la région de la nappe hyperbo-
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loïdale, où j)>o, il n'en serait ainsi qu'autant qu'elle rentrerait

dans la région où l'on a g < o. Tous les points situés sur une

branche de la ligne |)
= o se distinguent de ceux qui sont situés sur

l'autre par les signes de ^ et Ç, dans le cas où une nappe de l'hyper-

boloïde (11) est coupée par deux nappes de l'hyperboloïde 2|^ = //,

savoir, quand B est positif et par conséquent a et c négatifs; et ils

se distinguent par les signes de H dans le cas où une nap[ e de

l'hyperboloïde (ii) est coupée seulement par ime nappe de l'hypei-

boloïde 2^Ç = /i, mais en deux parties, ce qui a lieu quand B, a

et c sont négatifs. Quand les signes de « et c sont différents, la ligne

I) = o n'a plus qu'une seule branche; si tous deux sont positifs cette

ligne est impossible, comme Tl suit de (17). Si le point I) = g = <i

remplit, comparativement avec le point I) = k = o, les conditions indi-

quées, on doit le considérer comme le point de croisement consé-

cutif, et il faut étudier d'abord la ligne g = o, et ensuite la ligne

I) = o. El si, entre les deux points de croisement considérés, li

ligne I) = o est coupée deux ou quatre fois par la ligne m = o, on

peut n'en tenir aucun compte. Car la ligne m = o ne peut être

coupée plus d'une fois par aucune des autres lignes = 0, K = o,

l = o ou n = o. Une bninche de cptte ligne, qui entre dans le champ
dey et le quitte à des points de la ligne I) = o, où g, k, 1, n sont néga-

tifs, ne peut, par conséquent, entre les deux points d'intersection, être

coui)ée par aucune de ces quatre lignes; seule, par conséquent, ou à

l'aide de l'autre branche, elle ne découpera du champ admis dey^

qu'un fragment qui, sur sa limite, ne contient pas de points de croi-

sement, et dont, par conséquent, on peut ne pas tenir compte. Si,

par cette portion de la ligne I) = o, entrent deux branches de la

ligne m = o, qui coupent aussi d'autres lignes limites, on peut se

figurer les points d'intersection des deux lignes rapprochés jusqu'à ce

qu'ils se touchent l'un l'autre, puis les portions situées d'un côté de

la ligne I) = o réunies ensemble et détachées de la ligne I) = o, sans

qu'il y ait un changement essentiel apporté au groupement des

champs; seulement, les deux champs séparés seront réunis; quant au

champ intermédiaire qui les séparait, il sera lui-même partagé en deux.

Mais si, avec le point |) = k = o, sur la même branche de la ligm-
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l) = o, il n'y a pas de point de croisement, pour lequel f est réduite,

celte ligne se terminera par un point de fissure et aussi il n'importera

pas qu'elle soit coupée \me ou trois fois par la ligne m = o. La con-

tinualion de la limite du champ de y est donc donnée par une por-

tion de la ligne m = o. Si celte ligne ne porte aucun point de croi-

sement, elle ne fait que réunir deux branches de la ligne l) = o,

que l'on peut alors traiter comme si elles étaient réunies. Mais, si

cette branche porte un point de croisement, on peut partir de ce

point comme du point l) = k = o. Il ne se présente de difficulté

que lorsqu'il y a deux branches de la ligne I) = o et deux de la

ligne m = o, dont chacune n'a qu'un point de croisement; car alors

on peut se demander comment les dernières s'apparient avec les pre-

mières. On pourrait obtenir une réponse en considérant les lignes ^ = o

et Ç = o, ou H = o, déjà indiquées, et passant entre les. deux branches

de la ligne I) = o, en considérant spécialement les points d'intersection

de ces lignes, avec la ligne m := o, desquels, s'ils étaient réels, reste-

rait à décider sur quelles branches delà ligne m = oils se trouvent. Sui-

vant que, dans un pareil point, f est réduite ou non, il est situé ou non

entre le point de croisement et le point de fissure de la branche respec-

tive de la ligne m = o. Mais, comme à la forme/ il faut toujours appli-

quer la même substitution, pour obtenir la forme /"' du champ séparé

du sien, par la ligne I) = o, la forme y a deux champs distincts,

quanil les limites sont des portions des branches de la ligne 1) = o.

Si l'on se figure les deux points de fissure en question amenés à

coïncider, les deux branches de la ligne Ij = o réunies entre elles,

ainsi que les deux branches de la ligne m = o, puis la première déta-

chée de la seconde, les deux champs séparés de la forme/' se trou-

vent réunis; mais le champ de la forme / est partagé en deux, tandis

que rien n'est changé aux autres lignes limites. On peut donc, toutes

les fois qu'il y a précisément deux points de croisement sur l) = o,

procéder simplement comme s'ils appartenaient à la même branche

de cette ligne. Quand on aura obtenu tous les points de croisement

du champ ou des champs d'une forme, il faut que de soi-même la

dernière ligne limite se rattache à la première.

Au lieu de déterminer toutes les lignes limites par rapport aux
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champs, on peut aussi déterminer tous les champs adjacents par rap-

port aux Jignes limites. Evidemment, d'après le f)rocédé susdit, toute

ligne limite commence et finit à un point de fissure et passe par un ou

plusieurs points de croisement. Une ligne I) = o ne peut aller à l'infini

par un nombre illimité de points de croisement que si h et un des

Momljres g^ A, /, n sont égaux à zéro.

La division, on champs, de la nappe de l'hyperboloïde, aurait aussi

pu se baser sur la réduclion des formes £ au lieu de se baser sur la

léduction des formes
f. Les points de croisement des deux divisions

coïncident; sur d'autres points, les lignes limites des deux systèmes ne

peuvent se couper. Des parties de chaque champ d'un système peuvent

appartenir aux champs do trois formes de l'autre système. Si l'on a

trouvé la division d'un système, celle de l'autre s'offre d'elle-même:

chacune des six lignes limites parlant d'un point de croisement dans

l'un des systèmes est située entre deux des six de l'autre. Quelque.»

lignes limites du deuxième système, que l'on pourrait appeler système

adjoint , so\)t marquées (^g^. i) comme lignes serpentantes dans une

intention qui sera expliquée ultérieurement : c'est pour le même motif

(|ue quelques lignes ordinaires ont été mises en relief.

Nous avons vu que celles des formes binaires, par lesquelles on |)eut

rationnellement représenter le nombre z'ro et dont l'invariant est con-

séquemmenl un carré négatif, si les coefficients sont rationnels, se dis-

tinguent des autres en ce que, chez les premières, sur labranche hyper-

bolique, les intervalles de certaines formes s'étendent à l'infini, mais non

chez les dernières. De mémo les formes ternaires, qui représentent ralion-

nelleuienlzéro, et pour le critérium desquelles je renvoie aux Disquisi-

tiones arithnieticœ, art. 299, se distinguent des autres on ce que, chez

les premières, les champs de certaines formes s'étendent à 1 infini, mai.s

non chez les dernières. Comme dans ces dernières aucun des nombres 0,

b, c, 'î> ne peut devenir infiniment petit, aucun non plus ne doit acquérir

une grandeur infinie, les conditions de réduction étant maintenues, il

ne peut y avoir qu'un nombre fini de formes réduites, à nombres en-

tiers, d'un invariant donné; à plus forte raison ne peut-il y avoir qu'un

nombre fini d'une classe : c'est ce qui résulte de ce qu'il n'y a qu'un

nombre fini de systèmes de valeurs entiers, de rt,^, c,g, h, k, pour les-

quels la forme
f,

constituée d'après (igj ou au moyen de H = 0, est ré-

Joiirii. de Math. (3' série), tome 111. — Mai 1877. ^2
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diiite. On obtient la limitation pour « et A par o<rt,\</, puis,

quand f> et c sont négatifs, pour h. c, g, h, k par les conditions de

réduction pour (b, g, c); quand è et c ont des signes différents, pour

b, c, g par A ^= bc — g", pour h ei k par les conditions de réduction

pour (b, g, c). Si è et c sont positifs, B et C sont négatifs, par consé-

quent B, C, G, H, K sont limités et par là aussi b, c, g, h, k.

Si donc on pousse suffisamment loin le développement décrit des

champs, on peut, tandis que leur nombre est encore fini, arriver à ce

que tout champ à ajouter nouvellement ne soit que la répétition d'un

champ déjà existant, de sorte que tout le développement ultérieur n'est

qu'iuie répétition à l'infini de ce qui a déjà été effectué. De plus on

n'est pas forcé de dépasser, lors du premier développement, des axes

de symétrie, tels que ceux qui ont été définis plus haut. Tout axe de

ce genre est évidemment illimité dans ses deux directions, attendu que

de la symétrie de ses deux côtés, existant en un endroit, découle d'elle-

même la continuation de cette symétrie. Dans l'exemple achevé ijig. i

,

précitée), toutes les limites du système développé des champs sont de

j)areils axes de symétrie. Dans cet exemple, il y a une quadruple symé-

trie à leurs points d'intersection, ce que j'ai voulu indiquer en choi-

sissant des angles droits choisis.

Dans ce qu'on -vient de dire, on a montré la possibilité de résoudre

tous les problèmes posés dans l'introduction, pour toute forme donnée,

comme il est aisé de voir qu'une transformation dey en elle-même

correspond à chaque champ, dont la forme concorde numériquement

avecy, la substitution pouvant être trouvée à l'aide des substitutions

consécutives, par lesquelles la forme d'un champ se change en celle

d'un champ avoisinant. Il nous reste à parler des simplifications très-

considérables qui naissent de la réunion des champs, dans les formes

desquels rt et A sont identiques, par analogie avec la réunion des inter-

valles en espaces, dans les formes binaires, et à faire ressortir les pro-

priétés générales des résultats.
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d. — Réunion des points de croisement en territoires. Développement

immédiat de ces territoires.

Si clans un système do valeurs ;nimissil)le quelconque |, >;, 'Ç |)eiil

se présentei' le point de croisement 1) = k = o, si, par conséquent, la

lijjne droite (a) peut être perpendiculaire au plan (-31), on peut exprimer

l'ensemble des lignes droites, ipii peuvent devenir perpendiculaires au

plan (-31), par [f(i , «,, «2)] ou (0) -f- «, (b 1
+ «o c). quand «,, a^ dési-

gnent les nombres entiers, au moyen desquels^'i, a,, a.^ obtient le

signe de A et ne donne pas avec A un produit dcjjassani 1 invariant I, ce

qui serait possible si A avait une valeur négative. Si l'on fait partir du

point initial de la ligne (n) toutes les lignes (0 + «,(b] + «j'cj, dé-

terminées comme fonctions de ^, yj, Ç aussi quant à leur longueur, si

l'on fait, par conséquent, partir les lignes (/.^ib) -\- «^[i du point

iitial de la ligne (0), alors les points finaux de toutes ces lignes se trou-

veront dans un plan (J3l)et, si A>- o, dans l'intérieur d'une certaine

ellipse; si A <^ o, entre une certaine hyperbole et ses asymptotes, comme
le montrent les conditions respectives

i=/ii, «,,«,) ou , _ -^(/Ag. c (a, - -, a„- -)

et

-'>/(', '^.. «2)= X °" Z^- '>'^'o-^- ('^' - Â' '^-~
.Â.)

'="•

Je continue d'exclure provisoirement celles des formes par lesquelles

zéro peut être représenté. Le système particulier de valeurs des varia-

bles 5, >7, Ç, pour lequel une ligne [f i, «,, «2)] est perpendiculaire

sur (51), par conséquent la position du point de croisement respectif

sur la nappe de l'hyperboloide F(^, v;, Ç) = /, est, comme l'indique

I 00
I emj)loi do la substitution a, i o ou de son ailjointe. déterminée

a; o I

par les équations

I) + g«, -i- c/j = k -^ ba, + gc/j = o ou ^ — ^u, — H^ — ^y..,=o.
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Pour réliminatioii de «, et a, des conditions énoncées, on obtient,

quand A >o, 21-^/(51, ^, ^j ou, au moyen de l'équation (i 8) Jl-< A/,

par conséquent 2 £- = A + yA/; mais, si A<o, ^- =— A/< - ^^ par

conséquent A -^ \ — A/J 2E-> o. Tous ces points de croisement sont

donc situés, dans le premier cas, surun fragment fini delà nappe hyper-

boloïdale, séparé par un plan et borné par une ellipse; dans le second

cas, sur un fragment infini de la nappe hyperboloïdale, renfermé entre

deux plans et limité par deux branches d'hyperboles. Leur nombre

est, dans le premier cas, évidemment fini; mais, dans le deuxième cas,

infiniment grand, de telle sorte qu'un nombre fini de valeurs numé-

riques /^i, a,, «2)86 répète pour une infinité de systèmes de valeurs

a,, a,. On obtient, en effet, un nombre infini de répétitions de la va-

leurs elle-même, dont chacune produit aussi une répétition des autres

±1 o o

valeurs, quand on applique ày d'abord des substitutions o fi, y

o Sj 7

au détermuiant i, par lesquelles (è, g, c) se change en ±{b,g,c),
I o o

I

puis des substitutions 3 i o , par lesquelles quand, indépendam-

7 o I
I

ment des signes précités ±, on pose le nombre s =: ± i , les nombres

±.£h et ± ik se mettent à la place de h et k et, par conséquent, jH et

eR à la place de H et K. Si s est le plus grand commun diviseur de

b, g, c et S'y celui de h, ag, c, si nous avons t- + -u- = ± 7- et

SI S, — —, .,, = 7 5.,= — > 7. = - + — , les équations
' ' 5- S'y ' s

7

' ' SI '' 1 SI '

sR = — Hy, -t- R7, — Aj'î, =H — HjS, — R,3o— A7, fournies par l'ap-

plication à F de la substitution o ±7,
:'/

, donnent

khiL

' \ 7 / s 7 ' \<! j SI

Quand j^ = i et qu'on emploie le signe siipérieur, quand, par consé-

quent, on a (< — 7) ;^ + ff) ^o(mod. A), les côtés droits de ces équa-

tions-là sont toujours divisibles par A pour l'une des deux valeurs de s,
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quand A est un nombre premier ou une puissance d'un nombre pre-

mier impair; en outre, il en est de même,quel que soit le signe employé,

quand - H est le carré d'une expression semblable. Quand s a

des valeurs plus grandes, il dépend des valeurs de h et k; la quantième

A
puissance d'une expression semblable doit être —I

> pour que

cettedivisibilitéaitlieupareillement. Acela suffisent en tout cas les carrés

T U
de CCS puissances qui sont = —l— \ — A quand T- + AU^= ± a'-.

Pour les points de croisement discutés, j'emploierai désormais,

quand leur nombre sera plus grand que i, et que A, =: Fi^X,
f/.,

vj

sera la valeur spéciale de A, l'expression : ils sont situés sur le terri-

toire de A = A, ou A = F;X, (x, v). Le point lui-même \) = k = o,

auquel correspond une position de (a, !
= [ffa, «,, «o ], perpendicu-

laire sur {%., ), je l'appellerai le point —^j en quoi, si besoin est, on peut

remplacer a, et A, par
J{</., a,, a.,) et F(X, p., v). Ue même que les

f(l X a-]
points ' "—- correspondent aux points extrêmes des droites

a,(b) -t- ^^{c) partant du même point initial situé dans le plan (^),

de même ce qui correspond aux lignes droites (b), (c) ou en général

p{b) + q{() ou [(b, (J, c)(p, 7)], qui réunissent ces points, et pour

lesquels relativement «2, «,, ou généralement /)«„ — qa, sont coii-

slanls, ce sont, sur la nappe hyperboloïdale, les lignes réunissant les

points — ^1 sur lesquelles, relativement, —, -, ^ ' sont

constants, ou, exprimé par les coefficients de formes appropriées £'

,

les quantités i^', ^', ^i^' — </^' sont égales à zéro; ces lignes ne se

cou|)ent qu'en un seul point ou ne se coupent point du tout, comme
les droites correspondantes. Si, dans le cas A>o, aucun des

points '

""

—

— n'est plus situé d'un coté d'une pareille ligne, tandis

qu'elle-même passe par deux ou un plus grand nombre de ces points,

je l'appelle une frontière du tenitoire de A; les deux extrêmes des

points situés sur elle, je les nomme sommets d'angles du territoire^

les points qui ne sont situés sur aucune frontière, je les dis situés
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dans Vintéiieur du territoire. Parmi les lignes -— ''
^ — const.

,
que

nous venons d'étudier, se trouvent des lignes limites, précédemment

étudiées, de champs dans lesquels sont réduites des différentes

formes £, £', ..., savoir, des lignes limites, le long desquelles {%)
est perpendiculaire sur un autre plan, et qui sont coupées, sur deux

points au moins, par d'autres lignes pareilles. Mais ces lignes-là, par-

ticulièrement aussi les frontières des territoires de coefficients A po-

sitifs, ne se trouvent pas nécessairement parmi ces lignes limites-là,

dont seulement trois à la fois passent par les points de croisement à

étudier, et qui, si toutefois elles coïncident avec celles-là, peuvent

aussi se terminer à des points de fissure, avant d'atteindre ces points

de croisement. Dans l'exemple de la fig. i, toutes les frontières, à

l'exception d'une, des territoires de coefficients positifs A, couicident

avec des lignes limites de la catégorie précitée, et on les a inscrites

comme lignes serpentantes. Seule, la ligne limite avec laquelle, si

l'on désigne (
' _' ) par^i devrait coïncider la frontière du

territoire de A = 8 = F(i, o, o), conduisant du point ^) à désigner

/ I, o, o .^ 3 , j , . /(i, o, — I) , . .

par —— -> au ponit -> a designer par -^ -i part bien du

premier point, mais n'atteint pas l'autre; j'ai marqué, en consé-

,

.

1 • • 1 • 1 .2 .6
quence, une ligne limite existante, cpii relie le pouit ^ -t' point -•

le second situé sur la frontière suivante, attendu que je tenais sim-

plement à désigner d'une manière quelconque la connexion des

points qui appartiennent à des territoires de coefficients positifs A,

et que je ne voulais plus introduire aucune ligne étrangère aux deux

modes de division des champs. Si l'on observe que, dans la y/g-, i, les

six ligues limites externes sont des axes de symétrie bipartite et leurs

six points d'intersection des centres de symétrie quadripartite; si l'on

s'imagine, d'après cela, la figure agrandie, on obtient une vue d'en-

semble de toutes les frontières des territoires occurrents de coeffi-

cients positifs A, savoir, abstraction faite de ceux qui se bornent à des

lignes et de celui qui a déjà été mentionné, des territoires de A = 12.

A = 8 = (^' ^'^' ~'^'\
(i, o, oWt A = 5.

\o, o, 13, / ^
'
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Tout ce qui a été dit ici, pour A e\ a, F eX J, a sou aiîalogie com-

plète |)our a et k, fe{ F. C'est aussi sur quoi je foude la désiguatiou

analogue d'un territoire de a = a, ou a =J'!x, a,, Xn . Ce territoire

embrasse, sur la nappe hyperboloïdale, les points de croisement

:=
' pour toutes les valeurs possibles de a, y, savoir les valeurs

F, I , u, V ' ' 1 ' '

telles que, sur le plan [/, i
, fx, v ], la droite (n,) puisse être perpen-

diculaire ou qu'on ait i^rt,F,(i, y., y ySf. Dans le cas rt > o, ces

points, pour lesquels ici l'expression indiquée aussi ne doit être

employée que si leur nombre tst plus grand que l'unité, sont situés

dans l'intérieur de l'ellipse a2*=: n -+- \a/, et leur nombre est fini;

dans le cas a <C o, ils sont situés entre deux branches d'Iiy|)erboles

-V^a -h v/— a l
> et leur nombre est infini.

Sur les lignes qui relient les points pris un à un, est con-

stant, r\)' — 5k' = 0. Ces lignes, parliculièrement Ir-s frontières des

territoires de coefficients positifs a, coïncident éventuellement, mais

non nécessairement, avec les lignes limites des champs, dans les-

quels différentes formes f, f, ... sont réduites. Dans lay/^. I, toutes ces

frontières, à l'exception de deux, coïncident avec de pareilles lignes et

ont été différenciées d'avec les autres lignes limites par des traits ren-

forcés. Mais, dans le territoire de a = 2, il est vrai qu'un fragment de

la frontière, qui relie le sommet d'angle - = -j-q. 7 5~\

(
' c

'

) ; ' . o , o
\o, —6, — 2oy '

au sommet d'angle - = —q -, ^-^ situé sur le com-° o / o, — 40, — i \

\o, — b, —20/
plément à ajouter en haut à gauche, coïncide avec les lignes limites

I) = o des champs des formes
(

' /'
)
q"i se trouvent dans le

dessin et dans le complément précité; mais cette ligne se termine,

des deux côtés, à des points de fissure avant d'atteindre les sonniiets

d'angle précités. J'ai donc mieux aimé, d'une manière analogue,

comme dans le cas exceptionnel susdit, renforcer la ligne à désigner

par - = — j
,
par rapport à la forme employée I

' .' \i
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ligne qui coïncide avec une ligne limite et qui relie les points situés

sur les frontières qui suivent, savoir, les points

'8, — 4o,

\o, — 6,

I, o, — i)

17 / 8, — 4o- —

3

\o, -6, -2o)''-—'—

)

Dans le territoire de a := 3 = (
'

) 1, o, o) , la frontière
\o, o, o /

'

"^
=: — I, qui relie les points = et tt' ne coïncide avec aucune

a '00
ligne limite; j'ai renforcé, à sa place, une autre ligue limite qui

relie ces points. Outre les territoires qui se bornent à des lignes

et ceux qui ont déjà été mentionnés, nous trouvons (/?g. i) encore

un territoire d'un coefficient positifs, savoir, celui de

a = 3
3, — I, — t)

.1, -3, -2

^laintenanf, non plus par la division de toute la nappe hyperbo-

loidale en nombreux petits champs, mais immédiatement, je cherche

l'existence et la situation respective des territoires moins nombreux

des coefficients positifs A et a.

1 — a,

Comme la substitution

tion

est adjointe à la substitu-

o |, on obtient F' — a,, 1 , o) < o, et F( — «,, o, i) <; o.

quand on a f{i , a,, a^) >-o; par conséquent, si A > o, nous avons

F(i, q=i, o) <; o pour le signe supérieur, ou pouj le signe inférieur,

ou pour tous les deux, suivant qu'il existe une valeur entière posi-

tive ou une négative, ou une positive et une négative de a, qui, jointe

à une valeur quelconque, même fractionnaire, de a^, rendy^(i, a,, a»)

positif; de même on a F(i, o, q:i <;o, suivant qu'il existe une

valeur positive ou une négative, ou une valeur positive et une néga-

tive de a,, laquelle, jointe à une valeur quelconque, même fraction-

naire de «,, rend positif /(i, «,, «o).

Si le point - est situé dans l'intérieur du territoire de A, chaque
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fois le Iroisièiiie de ces six cas a lieu; par conséquent, pour

tous les signes, F(i, =pi, o) et F(i, o, rpi) sont négatifs, et at-

tendu qu'il en est ensuite de même, pour chaque forme équiva-

I

I o o

lente F,, résultant de F par une substitution quelconque o u, u.,

1 o V, V,

il ne peut pas alors y avoir de nombres premiers entre eux, ni par

conséquent de nombres entiers quelconques p., v différents de

zéro qui rendraient positif F (i, ij., v); si donc le point - est situé dans

rintérieur d'un territoire de A, // Ji appartient à aucun territoire île

a; on trouvera de niêuie que, s'il est situé dans l intérieur d'un

territoire de a, il n'appartient à aucun territoiie de A.

Si, au contraire, le point - est situé sur une frontière du territoire

de A, il y a des substitutions , au moyen desquelles J se,3. 7'

h 'h

change en une forme/, , de sorte que, si l'on a «, > o ety, ( i , rt i ,o) >> o

pour un des deux signes au moins, il n'y a aucune valeur entière posi-

tive (le «o, ou il n'y a aucune valeur entière négative de «^ différant

toujours de zéro, qui, jointe à wne valeur entière quelconque de c<,,

rendey,(i, «,, «o) positif. Je fais provisoirement unesupposiliou encore

plus étroite : c'est qu'il n'y ail aucune valeur entière positive tle a, dif-

férente de zéro, ou qu'il n'y ait aucune valeur entière négative de «ji

différente de zéro, qui, jointe à une valeur réelle quelconque, entière

ou fractionnaire, de «,, rende /i(i, a,, a^; positif, ou, ce qui revient

évidemment au même, c'est qu'avec un des deux signesy, ^i, «,, itj)

ne devienne positif |)our aucune valeur réelle, entière ou fraction-

naire, de a,. Pour abréger, j'appellerai désormais supposition tJ cette

supposition Jdite pour une Jrontière d'un territoire de A, et pareille-

ment la supposition analogue faite pour uneJrontière d un territoire

de a. De celle-là, savoir, de l'absence d'une racine réelle a, de l'équa-

tiony,(i, «,, it i) = o, /J.'0<ve/if maintenant F, (i, o, ^i "^ o, et vice

versa, et l'analogie existe après la permutation de/ et F.

„ Il i. Il . 1 . /",
'

I , «, o
Par 1 application de la même consuleration aux points

,

Joitni. tle Math. (3" série}, tome III. — Jcix 1S77. î3
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qui doivent représenter tons les points d'une frontière du territoire

de A, répondant à l'équation j^, = o, tandis que u admet une série

de u' valeurs entières consécutives renfermant aussi la valeur zéro, on

arrive à la conclusion suivante. Si la supposition 11 est réalisée pour celte

frontière, tous ces points appartiennent aussi à des territoires des dif-

férents coefficients yi(r, ti, o), dans lesquels sont encore situés les

fl[l, II, O] ,. , .
. Il- ( I

pouils „ , ^5 relies respectivement par les lignes k -i- b,» = o
' F,(i, o, :+:i I

' ' °

avec les points " '. '—-, et entre eux par la ligne j^, q: (£, = o ,

lesquels points évidemment appartiennent tous à un nouveau terri-

toire de F,(t,o, =Fi). Si F,(i,o, — v) demeure positif pour une

série de i>' valeurs entières v, se suivant et renfermant aussi la valeur

1 - •
I , • /i I, «, o1 , ,

zéro, il V aura évidemment ii.i> points -—-^
? dont chacun

" ' Fi(i, o, — l'j

appartient à un de^ u' territoires des coefficients^, (i , m, o^ et à un des

c' territoires des coefficients F, (i, o, — v).

Dey, (i, ±i,o)>o suit non-seulement F, I , ^i, o) <^ o, mais,

la substitution .nous auronsayant pour adjointe o i

encore F, (i, zp i,v) <^ o pour toute valeur réelle, entière ou fractionnaire

de V. Les points r;
'- sont donc situés sur une frontière du

territoire de a,, ou tout ce territoire se borne à cette frontière,

suivant que la condition y, (i, ±i, o) > o est réalisée pour un seul

des signes ou pour tous les deux à la fois. Car, si F, (i,qra, v)

était positif, pour une valeur entière jiositive quelconque u. jointe à

une valeur entière quelconque v, il faudrait aussi que F|(i, zpi, v)

fût > o, du moins pour quelque valeur fractionnaire v. On recon-

naît, d'après cela, que, pour les deux valeurs extrêmes de u, les

/,

f

I, «, o) . , 1 /> • 1 • • 1

points —
-r ; sont situes sur des trontieres des territoires des

' t
I ( I , o, — ('

)

coefficients positifs y, (i, u, o). On voit aussi que les territoires des

coefficients positifs y,(j, u, o) se bornent tous à des lignes, pour

toutes les valeurs autres que les deux valeurs extrêmes de ?f. Enfin,

par analogie, on conclura que, pour les deux valeurs extrêmes de c.
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les points „ ''
"'—— sont tous situés sur des frontières des terri-

r F, I , o, — »>
j

toires des coelficients positifs F,(i, o, — t), et que les territoires

des coefficients positifs F,(i,o, —i>)se bornent à des lignes pour

toutes les valeurs autres que les deux valeurs extrêmes de c.

Supposons que le territoire de A,, considéré en premier lieu, ne se

réduise pas à une ligne, et soit zéro une des valeurs extrêmes de u.

Alors du point — part une seconde frontière du territoire de A,, sur

laquelle est situé un point -—'!'
> [^< et [^2 étant certains nombres

, 1 . - , , . , /i I , I ,o

)

|)remiers entre eux, lequel point peut aussi être désigne par >

1 o <)

si In forme y, provient de la formel", par une substitution o p, •/

o
P: 7

Si la supposition V ne cesse pas d'être remplie pour cette nouvelle

frontière, il y aura aussi un point p qui, appartenant au terri-

toire de rt = <7, = f/2, n'est pas situé sur la frontière considérée

ci-dessus déco territoire. Donc aussi ce territoire ne se réduit pas à

une ligne, ni donc manilcslement aucun des quatre territoires de

a =yi (i,ii,o) et A = I", (i , o, — v) pour les valeurs extrêmes de it et v

en tant que la supposition t) est remplie. Les quatre frontières

considérées de ces quatre territoires forment donc un quadrilatère,

tel que ces territoires eux-mêmes, considérés comme des surfaces

entourées de leurs frontières, sont situés en dehors du quadrila-

tère. Si ^/>2, il y a, dans l'intérieur du quadrilatère, u' — 2 ter-

ritoires de coelficients yl(i, tt, o). Ces territoires se bornent à des

lignes, qui ne peuvent ni se couper l'une l'autre ni couper les fron-

tières des deux autres territoires de coefficients /.(i ,//, o), comme

le prouvent les équations de ces lignes k, + b,« = o. 11 en est de

même, par analogie, quand »''>-2, des lignes ^, — (C,»' = o, qui

coupent les premières en forme de grille.

Dans l'exemple de la y/g. i, on n'a nulle part en uième temps

m' > 2 et p' > 2 : ainsi ces deux sortes de lignes ne si' trouvent jamais

simultanément. Pour la détermination de territoires ultérieurs, ceux

qui sont situés dans l'intérieur d'un pareil quadrilatère et se réduisent

23..
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à des lignes n'ont aucune importance; aussi n'en liendrai-je plus

aucun compte dans les exemples qui viendront plus tard.

Si l'on applique les observations faites aux deux frontières qui se

rencontrent aux sommets d'angles de territoires de coefficients posi-

tifs A et a, on reconnaît, en tant (jue In supposition H se réalise, ce

qui suit : chaque soininet d'angle cVun territoire de A est en même temps

un sommet d'angle d'un territoire de a et vice versa . Déplus, quand deux

Jrontières dirigées l'une vers l'autre, de territoires de deux coejficients a,

partent des deux sommets d'angle d'unefrontière d'un territoire de A,

elles se terminent aussi en deux sommets d'angles d'unefrontière, diri-

gée vers la précédente, d'un territoire d'un autre coefficient A. Dans la

Jîg. I, la première propo;^ition se réalise de tous points, mnis pas la

deuxième. En effet, la supposition 11 ne se réalise pas à la frontière

précitée, entre les points f et | qui, en posant y, = ( ' _

peuvent être désignes par" — et —— ; or nous avons

F, (r,o, — i)-<o, tandis que yi(i, a,, a.,) ne devient positif pour

aucune valeur entière positive de y..^, jointe à une valeur entière quel-

conque de fZ|

.

Je regarde comme normal le cas où la supposition D se réalise; le

cas contraire est pour moi l'exception. En efftt, si elle ne se réalise

pas dans un territoire de A pour une frontière sur laquelle sont situés

I f \ , u, o ,. j-

,

> ^

des pouits -^—7
5 tandis que nous avonsj^^i, u, i^ = — i pour toutes

les valeurs entières de «, il faut que la plus grande valeur, dont

j[ï, u, 1 est susceptible avec la variabilité continue de u, soit posi-

tive; on a donc j ( i ,
-—r-, i =rt+2/?+c— -^— ^ —- : par

contre, attendu que déjà pour la valeur entière la plus ra|iprocliée,

;fi = " ' ' ± , de «, on a f[\ , u^, i)S — i , on obtient pour la

même expression a -\- zh -\- c — -^ '- S — b$- — i . tandis que

^' = \ 1 et que pour — b des limites sont posées par la condition

f[i. M, o) ^ I à prendre pour les valeurs extrêmes de u.

Quand la supposition tl se réalise pour une frontière, le quadri-

latère dont nous avons parlé existe et la supposition est par conséquent
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réalisée pour les quatre frontières qui le forment. En tant que la

supposition 11 est valable, la surface de Vhjperboloule se partage

donc en trois genres de parties, savoir d'une part en territoires de A,

entoures de certainesfronliè: es, de l'outre en territoires de a et cufinen

les (jundrilatères précités. Ces fragments de surface s'excluent tous réci-

proquement et remplissent néanmoins sans lacune toute la surface. Si

l'on a développé les territoires à une distance suffisante dans toutes les

direclions, des territoires déjà vusdoivcnt se répéter et ledéveloppemeul

ultérieur peut se r;unener au (lévelopjîeineut antérieur. Il n'est pas

nécessaire de changer les formes y, donnant des points de croise-

nioiit -de telle sorte que les formes f soient réduites; car, leur obser-

vation ayant démontré la possibilité de ces développements exis-

tant sous la supposilionll, on n'a plus du tout besoin d'en tenir compte.

A propos des points de croisement — dans lesquels a' ci A' concordent

niimériquement avec les coefficients a et A qui se sont présentés auprès

d'un point de croisement antérieur -»jeveux aussi décider immédiate-

ment sur l'accord numérique des formes^' ety qui meserventde base;

et dans ce but je transforme, ce qui est utile aussi dans le développe-

ment de tous les territoires de coefficients A, toutes les formes qui se

présentent, au moyen de substitutions , de telle sorte que

— {l>, g, c) soit réduit. Pour le développement des territoires de coeffi-

cients a, une lran^formation passagèie, qui réduit — (B, G, C), est

souvent utile. Il n'est pas nécessaire non plus , < n rencontrant succes-

sivement chaque frontière d'un territoire de A, de changer, au moyen
d'une substitution spéciale, la forme^ en la forme J, adoptée plus

haut. Car, parcequ'on obiient les expressions /,(i , u, o) et F, ( i , o, — c),

correspondant aux u', c' points de croisement considérés, au moyen

des substitutions •t I o I o appliquées en ordre quel-

conque à /, ou des substitutions ippliquées
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à F,, ces expressions, après insertion d'une substitution o
fi._ 7, ,

I

o p. V. 1

deviennent y (i , n^,, ii^i) et F(i, t',Sj, —v^,).

Je veux développer quelques exemples, dans lesquels, ce qui est

aussi le cas le plus fréquent lorsqu'il s'agit d'un petit nombre de terri-

toires numériquement différents, la supposition 11 se réalise de tous

points. Dans les figures, les lignes serpentantes, dont quelques-unes

sont rattachées entre elles à des angles et enlourent un nombre po-

sitif A, désigneiit les frontières duterritoire de ce coefficient A; il en est

de même des lignes pleines, des frontières des territoires des coefficients

positifs a; enfin les lignes ponctuées désignent des axes de symétrie.

Sur les frontières, j'ai fait ressortir particulièrement les points

/Jl,tt,0 fl,
, , , ,

. • 1—^—

r

et -; •, de même sur les axes de svmetne les points
A, F, I , o, — I'

I

r

-5 qui y sont situés. Dans la représentation, je pars immédiatement

d'une des formes de la classe choisie, d'où naissent le plus simple-

ment les symétries qui se produisent; je pars donc, dans l'exemple de
/" I, o, o

appar-

5 à un territoire de

\3ijig. 2, delà forme^^ = (

tient, avec les points :- = —

A

et .r

Le point -^ =

A3 A
3. Commey se cliange en elle-même par les substitutions corres-

pondantes et o — I , ou quand le déterminant doit

être égal à t par les substitutions — I I — I

o o — I

et , on

reconnaît déjà une symétrie tripartite et même une svmétrie

sex[!artite, chacune des trois frontières symétriques étant de nouveau

symétrique vers ses deux extrémités. Comme la forme adjointe

_' 'o )
donne une valeur positive pour F(i,o, i)et de même

pourF(i , I ,
— i),ce qu'on reconnaît déjà d'aprèsla symétrie trouvée, la

supposition V est réalisée pour les deux frontières partant du point

/( 1,0,0

F v'>Oi o
Conmie de F, p.ir chacune des deux substitutions 010
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2,— 3\
,
provient la forme ( _'

I o o

par la substitution

,
qui se change en elle-même

I —I —
I , on reconnaît que le territoire de

o I
I

I =y(i, G, o), outre l'axe de symétrie passant par le point

est encore coupé par un autre axe semblahle qui coupe le
F(i, o, o)

premier dans un centre de symétrie quadiipartitc, au point de croise-

ment 7- Ce territoire a donc six anEries, savoir : dans la sé-
t I 1 , I , o

)

'-

rie où sont reliés les uns aux autres, par des frontières, les

I I I I I I

' Fi.o, o) F(i,o, I F^i, I, i) F^i,?., oj F^i,2, — i) F(i, i,— i)

Des quadrilatères qui se rattachent aux frontières du territoire de

A = 3, on connaît déjà les quatre angles, d'après les symétries connues,

I 11 . 1» 1 /">o, o) . /(i. I, o)
par exemple, outre les deux sonnnets a anerles =^, ? et — r?Il' ^ F(i,o,Oi F(i,o, o)

1 I, 1 / • 1 • 11 1' f\^' o, o)

les sommets d angles symétriques de même 1 un a 1 autre p- -,

et l''
'' "

• Qti reconnaît que la supposition V est aussi réalisée par
F(i, o, i)

' ' ' '

les frontières, n'appartenant pas à ce quadrilatère et sortant de ces

nouveaux sommets d'angles. C'est ceque l'on voit en considérant, par

exemple, la formel ' " j , provenue de y par la substitution

, et qui, ainsi que nous l'avons déjà vu, mène par la sub-
I
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ritoires, les frontières et les ;ingles doivent coïncider, on reconnaît ce

que \ajig. 2 représente. Les six points d'intersection des six axes in-

diques, de symétrie, sont des centres de symétrie quadripartite, ce

qui doit être indiqué par les angles droits choisis, comme dans d'antres

exemples, une symétrie de ). parties est indiquée par les angles de ^

droits. Si l'on se figure le dessin tellement ployé que deux axes pareils,

perpendiculaires l'un à l'autre, deviennent des lignes droites, on

n'aura pas de peine à s'imaginer la quadruplication de la figure, et

l'on peut effectuer la même chose toutes les fois que deux axes se

coupent et soiit situés à la limite de la figure agrandie. Je n'ai pas

voulu faire usage de la svniétrie sextuple, qui a lieu autour du

centre de la figure, pour la réduire, alîn de faciliter la vue d'ensemhle.

Pour deux autres exemples, les^^. 3 et 4 pourront suffire seule.-; j'y

ajoute aux jjoiuts externes -î leur dénomination ou les formes

{ J ,' /) donnant
I)
= k = o . L'indication de A, et a, n'est alors plus

nécessaire.

Quant aux lieux où la supposition D n'est pas réalisée, je j)ourrais

renvoyer simplement à la méthode primitive de la division en champs;

mais, même en passant par-dessus ceux-ci, on peut continuer le déve-

loppement suivant le mode abrégé et purement arithmétique employé

en dernier lieu. Cependant, sous cette réserve, je vais me résumer et

ne poursuivrai pas les cas d'exception les plus rares. Si rt et A sont

positifs et en admettant que le point - soit un sonunet d'angle du terri-

, . ,, , , . . ,
. fil, it, o)

tou-e de a, d ou sort sa irontiere contenant les points " —- pour

o^w5«', tandis qu'il n'y a pas, dans le territoire, de points ' ' ." '""
>

à valeiu' négative de a<,, jointe à une valeur quelconque de a, ; en ad-

mettant de plus que F(i,o, 1) ^o, de sorte que la supposition V ne se

réalise pas pour celte frontière, le quadrilatère précité, devant se ratta-

chera la frontière du côté extérieur, n'existe pas; alors la supposition

V n'est pas réalisée non plus pour une seconde frontière dirigée vers

la première et appartenant au territoire de a, qui, si toutefois il existe,

doit avoir - comme sonunet d'an"le. Il en est de même d'une troisième
A ^
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frontière dirigée vers la seconde et appartenant an territoire de A', qui,

s'il existe, doit avoir pour sommet d'angle le point final de la seconde,

et ainsi de suite. Evidemment 1 ensemble de toutes ces frontières con-

sécutives de territoires alternatifs de différents coefficients A et a

donne une limite continue au delà de laquelle, dans tuie direction, la

supposition V ne se réalise |)as. Un territoire que l'on étudie peut

maintenant aussi dégénérer en une ligne qui doit être regardée comme
sa frontière vers ses deux côtés opposés. Il se peut alors que, seulement

vers un côté ou, comme dans l'exemple de \3ijig- 5, pour le territoire

A = 12, vers les deux côtés d'une telle ligne, la supposition 11 ne se

réalise pas. Dans le dernier cas, cette ligne constitue, \ers les deux

côtés, une limite de l'espèce que notis avons précédemment indiquée.

On trouve encore une pareille limite, si aucun territoire ne se

rattache au point extrême d'une des frontières étudiées; savoir si,

comme, par exemple, pour la forme ( _ ' "* ' **
j avec l'adjointe

/i586, --09.8, -iq8i\ ... a ' '
. . , . .

(
^

1 1 ce pou)t extrême - appartient a un ternloue

de A, et que la condition F(r,
f/.,

v)>-o ne se réalise que pour

a = V = o, on poursuit la frontière suivante partant de ce point, du

territoire de A. Avec cette limite continue le cas peut d'abord se pré-

senter où elle rentre en elle-même, de manière que les territoires,

auxquels appartiennent les frontières qui la constituent, soient situés en

dehors delà ligne fermée. Ce cas seprésente dans l'exemple de la^^. i

,

où les frontières respectives dont l'ensemble ne se montre qu'après le

complément à effectuer en haut, du côté gauche, et dont une a déjà

été mentionnée, constituent un hexagone formé alternativement de

frontières de territoires de coefficients positifs A et a. Un cas analogue

se présente dans l'exemple Iruccjii^. 5, qui n'a pas besoin d'être expliqué

davantage, et dans la Jlg. G, où toutefois un côté de l'hexagone, une

frontière d'un territoire de a = o, tombe à une distance infinie. Il est

facile de décider, dans les hypothèses admises ci-dessus, laquelle des

deux frontières du territoire de a, issues du point -> et qui con-

tiennent les points =:

—

> est dirigée vers la frontière contenant les

points '' "' °
- du territoire de A. Car le rapport - des deux noin-

Journ. de Math. (3' série}, tome 111. — Jus 1877. 24
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bres nécessairement positifs fjt, v, qui serait égal à zéro pour la fron-

tière clierchée, si la supposiiiou 11 était remplie, doit être le plus petit

possible, si la supposition V n'est pas remplie. Comme le fragment de

surface enfermé dans la limite rentrant en elle-même, hexagone dans

les exemples cités, peut aussi bien être négligé que le quadrilatère précité,

dans le cas de la supposition î), on voit que le cas étudié ne présente aucun

obstacle dans le développement ultérieur des territoires. Deuxièmement,

la limite mentionnée peut maintenant aussi s'étendre des deux côtés, à l'in-

fini, de sorte que des formes concordant numériquement revieritienl au-

près de la limite, d'une manière périodique. Pour ce cas, j'allègue les

formes (
" ' " '

)> dans lesquelles, si 4''<C -^ <C l ''> i^ '^V ^ <li's

les substitutions alternatives et qui puissent

I

O O I
j I

o o

alterna! ivement amener de nouvelles valeurs positives à la place de

a et A. Troisièmement, cette limite peut rentrer en elle-même, de telle

sorte qu'elle enferme les territoires, pour lesquels la supposition U
est réalisée. Il est possible encore qu'on n'obtienne qu'un seul et

unique territoire, se réduisant même à une ligne; enfin, il peut y avoir

même des points détachés- de nature à faire quey(i, a,, a^) ne soit

positif que pour a, = ao=o, et que F(i, p., v) ne soit positif que

pour |jL := y = o, de quoi la forme (
'' ') avec l'adjointe

; :8oQ. — 2060, — 2o6q\ . j' 1„^ ^ '
. peut servir d exemple.

\-879, 67, (37 y
i^ '

jji-i-Lj

—

'.—l sont les points d'une frontière d'un territoire de A,

auquel n'appartiennent des points
"

pour aucune valeur néga-

tive de rtj, jointe à une valeiu' quelconque de a,, et si la supposi-

tion vî no se réalise pas pour celle ci, si donc on, a Fi^i, o, i)<; o,

on pourra continuer le développement au delà de celte frontière

eu appliquant à F une des substiiutions à trouvtr selon II, b

X o >j

o I o audéterminani i,quidonnentF(X. o.y)^ 1, F X2,o,V2) = — I,

V o V3

savoir celle qui possède les plus petits coefficients, et faity (vo, «,, — Xo)
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jiositif pour quelque valeur entière de «,. J'appelle F' la forme; cjui

pro%'ient ninsi de F. Si, pour arriver nu but projeté, qui sera, le plus

souvent, atteiul des le premier pas, des coeKicieiits plus petits )., v,

Xo, v-, ne suffisaient pas, en tous cas les plus petits qu'on pourra trou-

ver suffiront, d'après ce qu'on a vu plus haut pour les territoires des

coefficients négatifs A, et qui, à l'aide de la substitution

-l, o

changeut la forme (
'

,

'

, ) en la forme (
' ,'

, )• Je passe sur la di-^ \gJhkJ \zg,/i,e/./ I

minutiou qu'on peut obtenir lorsque le signe inférieur est possible.

La série des ,>.ubstitulions

compose la subhtitutiou o

et , desquelles se

o h I

, se termine par la substitution

;
parce que celle-ci peut seule changer les nombres v., Xo qui

apparaissent dansy(vo, a,, — /2) ^t que les conditions pour F;^)., o, v)

et F(X2, o, Vj) sont réalisées après chacune de ces substitutions. Il en

résulte qu'on obtient F'(i, o, — iXo et /'(i, u,v)<:^o pour toutes

les valeurs positives entières de i>, jointes à des valeurs entières de n;

car, si v n'est pas plus grand que le nombre p des substitutions

, qui ont été ajoutées finalement, cela provient de ce que

les conditions auraient d'ailluirs déjà été réalisées par des valeurs

plus petites de p; mais, quand v > /), la mémo circonstance résulte de

I

). o >j

ce que la substitution o i o o I o , appliquée à F, donne-

rait alors un troisième coefficient positif. S il } a au moins ileux points

f'Il.U.o) , , , r .-:~ -5 ces pouits appartiennent donc de nouveau a um." tronliere,
F (1, o, o) ' ' '

pour laquelle la supposition V ne se réalise pas; on a donc de nouveau

une limite de l'espèce précitée. S'il y avait encore d'autres territoires

insérés entre cette frontière et la frontière primitive contenant les

24..
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points '
"'—

^5 ce qu'on peut décider de la manière la plus simple

par l'étude des champs qui apparaissent sur la ligne c = o, on aurait

déjà pu trouver une limite plus rapprochée, en insérant des substitu-

tions aux endroits convenables, lesquelles substitutions auraient aussi

amené d'autres coefficients à la place de b. Je m'abstiens d'examiner

plus en détail ce cas, ainsi que celui dans lequel, exce|)té poin- u =; o,

il n'y a pas de point —'-—|i lequel cas d'ailleurs, le plus souvent,

n'établit pas de différence essentielle avec l'autre, et je renvoie à la

méthode générale fondée sur la division eu champs.

Soit maintenant que la nouvelle limite, dans tout son parcours, fasse

vis-à-vis à l'ancienne, soit que d'autres frontières qui la composent

aient pour vis-à-vis des frontières d'autres limites, frontières à trouver

de la même m.mière, on pourra toujours développer les groupes de

territoires, séparés les uns des autres comme par des fleuves, mais

aussi pouvant être réunis, en cas de besoin, comme par des ponts,

assez au loin pour qtie toutes les formes nouvelles concordent numé-

riquement avec des formes qui s'étaient déjà présentées.

e. — Les transjorinations des Jonnes en elles-mêines.

Outre les substitutions déjà étudiées, IV, h, lesquelles, pour une

forme réduite y, ne sont possibles que lorsque leur champ coïncide

avec lui-même, après une permutation entre n, h, c, d ou avec un

champ immédiatement contigu, il existe encore une injinilé de substi-

tutions par lesquellesf se transforme en elle-même, chaque nouveau

champ, pour lequel est réduite une forme concordant numériquement

avec f, déterminant une nouvelle substitution semblable, qui corres-

pond en quelque sorte à une ligne reliant le champ primitif au nou-

veau champ, ou, si au lieu des champs on ne considère que des points

de croisement analogues, à une ligne qui relie les deux points de croise-

ment. Comme toute la nappe hyperboloïdale est couverte sans lacune

par les figures qui ont été expliquées et dessinées, W, c et d, et que

l'on doit répéter à l'infini, une ligne, reliant un coin d'une pareille

figure à sa répétition, peut être formée par les lignes limites de cette

figure et leurs répétitions à prendre dans la série et la direction con-
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venables. La substitution conespondaiite peut donc être composée de

substitutions de L'espèce étudiée^ IV, è, qui correspondent à la permu-

tation de limites analogues de champs ou au franchissement d'axes de

symétrie et des substitutions en nombre limité P, Q, R, S, ..., qui répon-

dent (lux lignes limites externes de laji^nre, et dont l'une au moins,

puisque ces lignes limites forment un |)olygone, peut être exprimée

par les autres.

Ici se poserait géométriquement la question de savoir comment cette

ligne de communication peut être composée du plus petit nombre des

fragments précités, à propos de quoi il faudrait ou bien traiter de la

même manière les fragments hétérogènes, ou bien procéder de manière

qu'avant tout les fragments d'une même catégorie figurent au

plus petit nombre possible, |)uis de même ceux d'une deuxième caté-

gorie.... A cette question géométrique répond exactement celle de re-

chercher coujment les substitutions à étudier se composent des substi-

tutions P, Q, R, S, etc. Toutefois, comme non-seulement l'espèce des

symétries possibles, mais encore le nombre des substitutions P, Q,
R, S, ... varient suivant les différentes classes, il n'est pas aisé d'éta-

blir d'une manière tout à lait générale l'expression désirable qui

donne précisément une fois chacune des substitutions possibles que

l'on cherche, tandis qu'il n'y a aucune difficulté à l'établir dans

chaque cas donné.

Je veux donc obtenir celte expression seulement pour les exemples

Il I o

traités jusqu'ici. Soit (7%'. i), désignée par P, 1,1 substitution 3 4"^

composée des substitutions et au moyen de

-1,-5
e change eu /, = (

' '*' "^
) , et° •> \o, o, o /

laquelle la formel

qui correspond à la ligne limite placée en bas à droite, laquelle relie

le point -^ = - au point — = -^- Désignons par Q la substitution

.., o 5
I

o I o =
3 o 8

I

conduit du point extrême inférieur au point extrême supérieur de la
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ligne limite extrême de droite, point à désigner, si /'= (
' ^

'

^ j>

3 rt , , . 1 . 1 • 3 «I
par — = —. La ligne limite externe, conduisant du point — = — vers
r 20 A

~
20 A,

la gauche, laquelle ne se termine pas à un point saillant, je me la figure,

portée encore une fois, après qu'elle a franchi l'axe de symétrie,

par lequel elle est coupée, conformément à la symétrie admise, et

je désigne par R la substitution

tutions

, composée des si.bsti-

1
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par T et Q.S.Q-' = par U, on aura T.U = U.T.- 7 4 •}. 13

-24 3 i4

Si Ton se figure la ligne P prolongée par delà son point final, en

produisant la figure précédente, conformément à la symétrie qui se

reproduit à la ligne R, il faudra commencer par employer la snbsti-

— 1 o o
j /3 — / —5

o I o , au moven de laquelle la forme (. ' ' )»
•' ^ \ o, o, o /

o o — I
!

en vertu de celle symétrie, se change on elle-même. I.a substi-

tution P~' mène ensuite à la répétition prochaine du point ^^ de

sorte que pour la forme f on obtient 1?. substitution réciproque

I — 7 1 o

I
—24 7 o , par laquelle elle se change en eile-mème. Si l'on

tution

vent aussi franchir le dernier point final, on a encore, conformément

à la symétrie qui se produit à la ligne Q, à ajouter la substitution

— I 00
, de sorte qu'on obtient au total la substitution i 24

par laquelle j se transforme en elle-même : c est exactement celle à la-

quelle aurait conduit l'emploi des prescri|itions de II, b pour la forme

(12, o, — i); je la désigne par V. Si Ion continue d'avancer sur la

ligne P, il se manifeste nécessairement une concordance parfaite avec

ce qui a été trouvé antérieurement, il part notamment du point

12 /'7, 24,0 , .
,

. "- " 1- r^ 1— z=' » de même que un point — = -? >"i^' ligne Q, se diri-

geant vers le même côté de la ligne P, et, après qu'on a employé la

— 10 o

substitution u — 1 o correspondant à la transition de la ligne P.

o o I

semblablemeut une ligne Q se dirigeant vers l'autre côté. Tout ce qui a

été dit de P s'applique par analogie à Q. Je désigne par W la substitution

Q- Q-'.

On doit maintenant se figurer non-seulement les lignes primitives

P et Q prolongées de part et d'autre, à l'infini, mais encore, pareille-

ment, les lignes en nombre infini Q et P qui les croisent, puis celles
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en nombre doublement infini qui croisent les dernières, etc., de telle

sorte qu'on obtient un système de lignes semblable en quelque façon

à un arbre ramifié en l'air et dans la terre. De plus, on doit se

figurer qu'en un nombre infini de places séparées, tant sur le tronc

que stn- les branches, il passe toujours deux nouveaux rameaux

dans des directions opposées, et qu'aucun rameau ne se trouve en

contact avec un autre, excepté celui d'où il émane et ceux qui éma-

nent de lui. La comparaison n'est défectueuse qu'en ce que chez

moi tout doit être situé sur une surface correspondant à une des

nappes hyperboloïdales et en ce que les rameaux devraient être de

deux espèces différentes, en sorte que ceux d'une espèce ne produi-

raient que ceux de l'autre ; comme de foutes parts la ramification

doit être poursuivie à l'infini, on peut faire coïncider chaque fragment

d'une espèce avec chaque fragment de la même espèce au moyen de

déformations appropriées. De chaque point du système à chaque

autre il n'y a qu'un seul et même chemin. Ainsi, de chaque point,

par exemple, de ^ = - à chaque autre ^ de ce système, il n'y a

qu'une seule et même substitution, abstraction faite des change-

ments admissibles de signes de colonnes tout entières, changements

correspondant à la transition des lignes. Cette substitution est con-

tenue dans l'expression générale V'°.W"'''.V'''.W"'' ...V^.Wx, que je

veux désigner parE, et dans laquelle les exposants peuvent être des

nombres entiers, positifs ou négatifs quelconques; v^ et %\\ peuvent

aussi être zéro. E n'est nullement l'expression la plus générale de

toutes les substitutions, par lesquelles J se change en elle-même, car

de tous les centres des fragments de l'espèce V se dirigent, vers les deux

côtés de ces fragments, des lignes R, qui mènent à des centres analo-

gues de frigments de l'espèce V appartenant à de semblables systèmes

de lignes: panillement se dirigent des centres de tous les fragments

de l'espèce W, vers les deux côtés de ces fragments, des lignes S, qui

mènent à des centres analogues de fragments de l'espèce ^V apparte-

nant à de semblables systèmes de lignes. Tous les nouveaux systèmes

de lignes ainsi introduits ne sont en contact ni avec les systèmes pri-

mitifs ni avec eux-mêmes. Aussi les lignes R et S, partant à leur tour des

points correspondants de ces systèmes, ne relient pas immédiatement
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deux (le ces systèmes de lignes, mais mènent vers de noiiveanx

et semblables systèmes de lignes, non cependant tous distincts,

comme le montre l'élude du dodécagone, formé de lignes P, Q, Rot S.

Ou peut se faire une idée de toute celle configuralion, si l'on se dit

que le système de lignes considéré en premier lieu ne forme nulle part

des polygones fermés, mais divise seulement la surface en un nombre

infini de bandes s'étendant à l'infini. Dans le développement suivant

naissent dans cbacune de ces bandes de tels nouveaux systèmes de

lignes, en nombre infini, nécessairement courbés convenablement,

que je veux désigner [lar L/,, savoir un pour cliaque fragment, ou

V ou W de la délimitation de la bande, suivant que l'indice // est ou

pair ou impair. Les bandes, en nombre infini, que chacun des nou-

veaux systèmes, de lignes L/, sépare d'avec la b;in(le qu'on vient d'ob-

server, doivent comme on voit facilement, être, à leur tour, traitées

comme celle-ci, et ainsi de suite. Ce même rôle de la délimitation com-

plète d'une pareille bande est joué par la ligne limite extrême d'un

système de ligues L/i, laquelle, par la courbure admissible de toute

la configuralion, pourrait être changée en une délimitation semblable.

Du nombre infini dessystèmesde lignes, compris par cette limite, nous

n'avons jusqu'ici considéré qu'un seul, le système primitif. Le suivant,

d'un côté, coïncide avec un système appartenant, d'une manière ana-

logue, à L/,+, ; et, de l'autre côté, le suivant coïncide avec un système

appartenant, d'une manière analogue, à L/,_.,.

Si l'on désigne par F et A les substitutions

el si l'on rem|)lace l'un des nombres t et u par i , l'autre ainsi (jue / et o

indifféremment par zéro ou i, de la combinaison d'un nombre indéfini

de substitutions E. F^^. A'^.T'. L" résulte une expression qi;i (omprend

eu elle toutes les transformations de la fornu
I?., —I, —'o

o, o, o

même et cbacune seuiement une fois, les subslituliousEélant supposées

(lifféfentes de

Jniini. de Malh. (3' sriie), tome 11. — .IiiN 1877.
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Pour Iraiter, de la manière la plus semblable possible, l'exemple de

\ajig- 5, je considère la forme / ' '
j ; je désigne par Q la sub-

[

a I o
j

stitution
j

I I o
I ,

qui mène du point -^ au point -f^, par R la sub-

1 o o I
I

I

—4 o i5 I

slitutiou ! o I o I, réciproque, correspondant à la li£;ne limite

I

-. o 4 i

extrême placée à gauche et doublée, ligne menant du même
point — par-dessus le point ^ô, en franchissant l'axe de symétrie su-

périeur de gauche à sa répétition y^ ;
je désigne par S la substitution

— Il o 3o I

o — I o
j

, correspondant à la ligne limite extrême placéeà droiteet

— 4 o 11

redoublée, tandis que la ligne désignée plus haut par P disparait : alors

-

2

I 20 6o

T devient égal à R, U =Q.S.Q-

nouveau T.U = U.T. Je fais encore

10 g 3o

-4 4 "
et Ion obtient de

- I
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symétrie octuple, du point-,-, à un centre de symétrie sextuple, qui

n'esl pas un point -> s;ins qu'il en résulte plus de difficultés que dans

les cas précédents. Il est un point de fissure k = n — o du champ de

la forme / ' "' j, sp changeant en elle-même à l'aide des subsli-

I o o

tutions o — I I

I

I — I o

< I

1m substitution ?

substitution

I
t o I

'

— I o o

-II..
I

{
I I I

A celte ligne limite correspond

I

.
I

i> I o [, ou, si l'on ajoute encore la

i I
«' " 1 I

, pour obtenir la forme énoncée, celle-ci :

,
que je désigne par Q. A la transition de la ligne limite

siipéiieuie, dans la ligure dessinée, au passage dans le deuxiénie

sextant correspond alors la substitution

— I
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posiint 5- = I on a, 7, c? et X égaux à o ou 1, il se produit évidem-

ment une substitution E, |)ar la combinaison de différenles substi-

tutions formées comme T^' A'' A^Q^^'Q""' et l'addition finale d'une

autre substitution F'^A'^A'. Ici encore, comme dans le premier exemple,

ce système de lignes a une propriété telle que, tlùî-on prolonger à

l'infini la ramificalion, les différentes branches ne se rencontreront

plus jamais. Dans les bandes infiniment nombreuses, qui résultent

de la division de la surface par ce système, se retrouvent de nou-

veaux systèmes semblables, une ligne R partant de chaque point —

dans chacune des quatre bandes contiguès à ce point. Mais, comme
le montre la figure quadruplée, étudiée ci-dessus, en face de toute

la délimitation d'iuie jjareille bande ne se trouvent que les lignes

extrêmes d'un seul et même autre système de cette espèce. De même
que plus haut, l'ensemble de ces lignes extrêmes peut être consi-

déré aussi lui-même comme formant la délimitation d'une pareille

bande. Une expression, qui donne toutes les transformations de la

forme (
' ' ) en elle-même, est donc en tout cas celle-ci:

\ o, o, o /

E| . R.E, .R.E3 .Il ..., qui, par la propriété T.U = U.ï, peut encore

être amenée à un tel état qu'elle ne donne chaque substitution qu'une

fois. Cela résulte de ce que, dans une substitution E, les derniers fac-

teurs étant AQ2lQ~', et donnant par conséquent ensemble U, on peut

faire avancer devant eux le facteur R.

Avec la forme ( ' '

J
[fig. l\), outre les substitutions Y,

A et A correspondant à son octuple symétrie, une seide substitution,

réciproque, ré[)ondant à la ligne limite extrême de droite redou-

blée, la substitution

suffit à douiier une expression générale des transformations en elle-

même de cette forme. Cette expression, qui résulte simplement de

la combinaison de différentes substitutions E'f A''A'T, peut être mise

sous une telle forme qu'elle ne donne qu'une fois chaque substi-
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tutioii. On y parvient j)ar l'emploi de l,i proposition iiidiqui-e par

la symétrie à douze parties au point ir, savoir, qne la sexinpie ré-

|)»'tilion de la siibslilulion T.

A

-2
! donne l'itlenlilé. Si

l'on voidait comparer le système de lignes acinel formé par les lignes T,

dont quatre à la lois viennent aboutir à un même point, aux systèmes

de lignes K étudiés dans les exem[)les posés jusqu'ici, on verrait

donc ici les ranuaux en contact ( n formant des hexagones.

Il y a évidemment, pour chaque forme
(

' ' )» des substitutions

pareilles à celles qui ont été désignées jusqu'ici par E. Un exemple

d'une classe dans laquelle ne se produit aucune forme semblable

est celui dont il est question ^^g. 2). Je désigne maintenant par y

la forme ( ' "'
) résultant, par la substitution i

o i 01,
\o, o, I ;

' '
1'

,

—
I o I

I

de la forme (
' "' "

j
désignée plus liant pary et je clierche

I

—
'

° °
i

ses transformations en elle-M.ème. La substitution R-— — 1 i o |

/('. o, o
mené du pouil a un pouit symétrique

o o — I
{

F(i, o, o) ' - •1"-
2 F I , o, o )

situé au delà d'un axe de symétrie non dessiné, et, |)our aller de

celui-ci au point - suivant, sur le contour dessiné de la figure, on

emploie la substitution

— I — I 2

o — I o

o •

—

I I

-3 — I

-4

La figure montre que la substitution R.S, après avoir été employée

trois fois, donne l'identité. Si l'on désigne par A et <I> hs substitu-

tions o — 10 , qui correspondent à la transi-

O -I
tion des deux espèces d'axes de symétrie dessinés, si l'on met et ^

égaux à o ou i , et si l'eu fait toutes les dispositions possd^les des
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substitutions R, S, A'", <I>'^, on obtient de la sorte une expression pour

toutes les transformations de la formel m elle-même.

Les relations

RA =r AR, S<I' = <I'S, AiI'=<I>A, R= = S= = A= = 0)'

=

montrent qu'on peut avancer la substitution A de droite à gauche

toujours assez loin pour qu'elle vienne s'arrêter immédiatement

après S; de même la substitution $, pour qu'elle vienne s'arrêter

immédiatement après R, de sorte que l'expression entière ne contient

plus, outre le facteur initial A'-'<I>'', que des puissances positives de

I I o 3 I a

R$ = I 2 o , SA ==010, parmi lesquelles peuvent encore
1 4^3

être réiarties des connexions de R et S seules, mais seulement R
avant SA, puis S et RS avant RO. En effet, à cause de la rela-

tion (RS) , toutes les connexions de R et S peuvent

d'ailleurs être supprimées, sauf RS, SR, RSR.

Ces exemples suffiront pour montrer la variété qui se manifeste,

même dans les formes les plus simples, variété qui, pour le moment,

me fait apparaître comme impossible l'établissement d'une formule va-

lable pour toutes les formes à la fois, ce qui ne veut pas dire que je

nie la possibilité d'une certaine classification, qui sera cependant

beaucoup plus compliquée que la classification analogue pour les

formes positives.

Dans les articles déjà cités de M. Hermite, qui découvrit la réduction

continuelle, se trouve énoncée dans la proposition I, p. 3i2 (t. 47

i.\u Journal de Crelle], que, si la foniiey se change en elle-même, par

la substitution S =
7

•/'

I

7'
I

équation

possède une racine t, = i, ou, ce qui revient au même, que la somme
des éléments de la diagonale principale de la matrice donnée cc-{-li,-i-y.>

est égale à la somme analogue formée d'éléments de la matrice de la

substitution adjointe, ou qu'on a / = i dans un des trois systèmes de
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nombres X, p., v, t, qui donnent identiquement

Ix -h ij.y — vz = t (Xx' -T- ij-r' + 'jzf).

(voir Cnyley, t. 50, p. 291, et Dachmann, t. 7G, p. 335 du même
journal). En effet, si/se tran.sforme par la subslitiition S eny, iden-

tique ày, il y a, dans les cliamps de F et F', deux jjoinls, que je dis-

tingue par les indices i et 2, et qui sont déterminés par des valeurs

H, = h;= aH'. -h ,3 H', 4- yZ', , II, = n; = «.£', - ;Î,TI', + -/.Z',

,

z. = z;=a,z>,5,">v.2.'.,

r' H' Z'
I

à rapports rationnels entreelles. L'équation de la ligne ï', H', Z', !
= o

z", n', z'

réunissant ces deux points, je la dénote par ).!E'-i-|jiH'-i- vZ'= o. Soient

Fp et F^ des formes provenant de F et F' par une substitution dont

la dernière colonne est est la dernière colonne de la

substitution qui correspond à ladite ligne, et par laquelle £^, formée

au moyen de Zo,II.j, Zj, se change en £'.^ formée au moyen de Z',, Hj, Z„,

par laquelle donc Fp se change eu F'p . Donc 001 est la dernière ligne

de la substitution par laquelle y^ se change en /'^ , et l'on a

/.x +- ij.y -+- v: /.X -<r [J.J -f- V 2

Quant aux deux autres valeurs admissibles /, e* '3 <'e ^ réciprocjues

l'uneà l'autre, qui fout identiquement À.r-hfJ!. r+vz=<().x'-i-u.>'-i-v:'\

il faut, comme le dit la proposition II de M. Hermile , si

]
I o o

I

S" =
I

o I o et que n soit le plus petit nombre de cette propriété,

I

o o I
{

qu'elles soient des racines primitives «"""''de l'unité. Toutefois (> peut

être aussi la valeur de «, comme le montre mon déeloppvement

à la fin de IV h, et l'exemple mentionné de la forme (
' ' 1-

' '
\ o o, o /

On peut constater, même sans ces développements, que n n'a pas

d'autres valeurs possibles que 1,2, 3, 4. 6- En effet, tandis que,

d'après l'équatiou <" -i-( 1 — k — j'î, — '/j) < 4- i = o, valable pour t . et /j.
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les valeurs — i, o, 1,2, 3 de v. -h (i , -h 72 donnent ])oiir tn et /j

des racines primitives respeclivenient 2*^', 3'% 4*"% G", i'" de l'unité,

dans toutes les antres v.deurs entières de cette somme, /^ ^t ^3 <lfvien-

nent réels et aussi différents de ±1. M. Ilermite avait évidemment

l'intention d'exclure de ses antres recherches ces substitutions, appar-

tenant aux différents nombres 11, qui sont analogues aux simples ra-

cines de l'unité, se produisant dans les transformations semblables des

formes divisibles en facteurs linéaires, ou, ce qui revient au même,

dans les unités complexes. Car, dans le casn = 2, ou tn = tj = — i,

les équations (5) (page Sog, t. 47 du Journal de Ci elle) ne seraient

pas les plus générales satisfaisant à l'équation (4), parce qu'alors

est égal à zéro le déterminant du système de coefficients, au moyen

duquel, d'aju-és ma désignation, j: + a', 7 -H^', z + z' sont expri-

més par x',y\z'; alors ne serait non pins valable la proposition

(page 324) qi'e T.U ne peut pas être égal à U.T, sans que les deux sub-

stitutions soient des puissances d'une seule et même substitution. En

ce cas on ne doit pas appliquer non plus la formule donnée par

M. Cayley, au passage indiqué (page 293), attendu qu'alors les coef-

ficients qui sont désignés là par B et C peuvent aussi rester diffé-

rents de zéro. Pour h = 3, 4) 6 on peut employer les formules géné-

rales, nonobstant que les valeurs de fo ^t ^3 sont alors complexes, el

que par conséquent, d'après les expressions données pour elles,

page 3i8, par iM. Hermite, la quantité désignée là par 7, et que je

désignerais par — F(X,p,,v), ne peut alors pas être positive. Au fond

les formules de M. Herniite reviennent aux répétitions de la va-

leur numérique de a dans des territoires de coefficients négatifs A,

tels que je les désigne, répétitions considérées plus haut, et que l'on

ne doit pas modifier essentiellement, même pour des formes non ré-

duites. Elles donneiu, delà manière la plus facile, les substitutions

seudjlables prises une à une; c'est seulement pour constater leur en-

semble et leur dépendance mutuelle que la considération des terri-

toires de coefficients positifs A et a est utUe, à cause de leur propriété

de s'exclure mutuellement.
a p V

La quantité « + /3, + 72 a la propriété, quand a, p 7, est une

y. h -h

substitution composée, el que l'on modifie l'ordre de ses composantes,



DES FORMIiS QL'AnnATIQTTES BINAIRES ET TERNMItES. 20 I

(le rester invariable, attendu qu'elle devient 2p 2, ^p^.^j;,, quand /;,,

et ^jp sont les éléments des composantes. On peut donc, en quelque

sorte, regarder cette grandeur ou une de ses fonctions appropriées, par

exemple, '
'^

'

'"^
-— ou le module ou la portion réelle du loga-

ritliiue de l'une des deux racines de l'équation

<- — (a + ,J, -i-'/o— i)< — I = o,

comme échelle du rang d'nnesubstitulion,ce qui devient particulière-

ment simple et naturel, lors de l'exclusion des substitutions, plusieurs

fois mentionnées et devant être regardées comme des exceptions, pour

lesquelles Ji = 2, 3, 4, C. D'après la proposition précitée, il y a, cliafjiic

fois, après le choix de cette échelle, égalité ou une autre relation

simple, entre le rang d'une substitution et celui de son inverse ou de

son arijointe. Dans ce que l'on vient de dire, on a évidemment déjà

résolu le problème d'exprimer toutes les substitutions, par lesquelles^

se transforme en elle-même, au moyen de quelques substitutions indé-

pendantes les unes des autres et ayant le rang absolument le |)lus petit,

et ce jjroblème équivaut, par analogie, au problème de ramener toutes

les substitutions senjbiabies, dos formes binaires, à la substitution,

répondant à une simple période ou à la jjIus petite solution de l'équa-

tion de Pell.

/ — Desformes par lesquelles oh peut ratioimellemeut

représenter le nombre ze'io.

Dans ces formes, d'où je commence par exclure le cas /:= o, con-

tinue à subsister la définition de formes réduites et la division en

champs et en territoires. Seulement si, parmi les nombres a, b, c, d,

zéro lui-même apparaît, s'ajoutent aux valeurs de X mentionnées

en 1\ b et aux substitutions correspondantes des substitutions ulté-

rieures, vu qu'alors, des nombres ^, h, k, l, m, ri, quatre peuvent

devenir égaux à zéro et les champs de pareilles formes réduites peu-

vent s'étendre à l'infini. Je ne veux plus faire ici de développements

particuliers, mais seulement appliquer immédiatement les principes

généraux parfaitement suffisants, d'abord à l'exemple de la forme

Jotirn. lie Math. C3« sciic), loinc UI. — ius 187;. ^6
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'' '' ) = /' traité dans les OEuvi es posthumes de Gauss (t. II,
o, o, o / -^

' ^

p. 3ii . seul exemple d'une forme ternaire indéfinie traité juscju'à

présent, qui soit parvenu à ma connaissance. Cet exemple est si

simple, que le dessin à tracer, d'après le principe que j'ai utilisé

antérieurement, se réduirait à la moitié d'un seul champ. Car le

champ de la forme y. , résultant àc f au moyen de

la substitution — i o i o . est symétiique à lui-même, corres-

I

O — 10 I
I

I
— I o o il

pondant à la substitution ' -i o i o et à l'axe r, = Ç, et il est

I

— I I o o
I

séparé par chacune de ses trois lignes limites, dont il ne faut consi-

dérer qu'une dans son parcours entier, et une autre, dans la moitié

de son parcours, d'avec un chaip qui lui est symétrique; savoir, il

est séparé par le fragment, s'étendant de Ç =^ o jusqu'à Ç = 4- x: , de

la ligne v; = o, d'avec le champ de la forme qui concorde numéri-

quement avec elle et qui en résulte au moyen de la substitution

• — I o o il

I

o —I o I I . Le long du fragment, qui s'rtend de v;
—- o,

I

— 2 o ' 1
I

Ç = -f- oc jusqu'à •/; = ^ = \/ ^' '^'^ ''* ''d"^ ^r,!;; ^ 1 , on a v; 4- Ç = =

d'après (11) et attendu que |, /;, Ç sont positifs. Si, pour répondre au

passage de la ligne liniile, on met /j -i- Ç = £ -t- c?, on a

iTtÇ = I -i- 2^0 -1- ô'-, I), :== 2V5^ç — ri) — I = 2(£ — vjjo'-i- 5-,

1, = - 32, m, = 2,1 - ^ $-0^^

Pour traiter ce cas, qui n'eût pas été possible avec les formes considé-

rées antérieurement, il faut d'abord, conformémentà la prescription de

Il — I o o
Im rt, appliquer la substitution 0-1 o 1 , dans laquelle seulement

I

o o —II]
l'ordre des colonnes est arbitraire et qui, à la place de la somme
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~
fil
— Iji — l*( — ti — IW) — iii) amène une somme diminuée del),, qui

est le plus grand des nombres g,, 1),, k,, I,,n»i. n,, ensuite, parce que le

coefficient remplaçant k, devient seul positif, il faut appliquer la substi-

O I O — I

, par conséquent il faut appliquer en fout à/, latution I

—
I o t o

I

I

o o I
—

I

I I — I

substitution I o I o

o o — I I

Comme dans la forme résultante, que je

nomme /s, on obtient g., = — o-, l)., ^ 2 q — s)o^, kj = — 2{'£ ~ r, , y,

d'où l'on peut reconnaître que son cbamp dégénère en la ligne 2/;::^ = 1,

on aurait encore à employer des substitutions ultérieures, et tout

d'abord une qui change Ijo en — l)o. ^lais on prévoit que, flans 1p cas

présent, qui est celui d'une valeur positive de 0', si l'on a mis en

avant la subslitulion

I o o

o — 10
o o 1

, on peut employer la même substitu-

tion pour une réduction ultérieure qui, dans lecas d'une valeur négative

de f5, aurait changé la forme y^ (^'i la forme y,. Nous ferons donc

usage de l'inverse de la précitée, 1—1 o o

o o — I I

,
qui, attendu que la

I, o, o
forme y, = (

' ' )' na pas été changée numériquement par la

substitution

I o o

0—10, produit une forme concordant numérique-
o 0^1

ment avec la formey, , et résultant d'elle, comme on voit, -par la substi-

tution o I —2 . A l'aide des trois substitutions, réciproques à

elles-mêmes, qu'on a trouvées, on peut former toutes les substitu-

tions, par lesquellesy, se change en elle-même. Si on les fait précéder

I o o
I

— 10 I et suivre par l'inverse, ou obtient lesde la substitution

substitutions

-I
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au moyen desquelles on peut former toutes les substitutions qui

changent en elle-même la forme ( ' ' j- L'expression géné-

r;ile de ces substitutions peut se formuler d'une manière telle qu'elle

ne donne chacune qu'une fois, au moyen des relations S.U = U.S,

STST — TSTS, valables pour les substitutions S, T, U, ainsi que pour

les trois nommées en premier lieu; ces relations résultent de la

symétrie quadruple et octuple, qui se produit à deux points d'in-

tersection des trois axes de symétrie considérés, points situés dans le

fini. La symétrie, qui se produit au troisième point situé dans l'infini,

a lieu entre une infinité de parties. Il n'est pas difficile de voir que le

système de coefficients donné par Gauss

W
-,a=-
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on fail permuter les deux lignes horizontales, et si, dans l'une d'elles,

I o o

on cliaiige les signes, W se change en WSTST = W o — i o

o o —
D'un coté, tontes les séries de facteurs S, T, U peuvent maintenant

s'exprimer par les expressions STSU , ST qu'on fera précéder ou

suivre à la fois de T, abstraction faite d'ini facteur T, qui peut être

surabondiint au commencement ou à la fin. De l'autre côté, tous les

systèmes I

^'

\ \ de la première et de la seconde espèce peuvent se

de la manière qu'a lieu la composition des substitutions, de même
que la composition de tels systèmes quelconques donnant de

nouveau des systèmes semblables; et il est aisé de voir que, lorsqu'un

I

a" 6"
I

, , ,
I

a S
I I

a' S'
I ,

système „ ' est égal a \. \.\ ,
'

? le système correspou-
I 7 I I V "

I I
7

I

'

dant "W" est égal à W'.W.

La y/g. 6 suffira pour ex|)liquer un exemple ultérieur, la forme

(
' ' ')• Les frontières des territoires de coefficients positifs A

\o, o, o y
'

y sont marquées par des lignes pleines renforcées, au lieu de l'être

comme auparavant par des lignes serpentantes. Parmi les lignes

limites externes, il n'y a que six axes de symétries. Au delà des

cinq autres, la continuation est obtenue par la demi-révolution de

celles-ci autour des centres de symétries, qui y sont marqués par

des croix; le centre situé dans le territoire de a = 2 rentre dans ce

qui a été dit III, h, 6, les autres sont eux-mêmes points de croisement.

Dans le cas / = o, il résulte de I) == k = o, à cause de n2l = o,

que, ou bien a — i— o = h — k=:o, et par conséquent 7"= {b, g, c),

ou bien que 2l = H = A = H = K=:o. Si, dans le deuxième cas,

r désigne le plus grand commun diviseur de Ji et A, q celui de b et c,

il en résulte que

* = ±77' '- = ±7 77' g=~7^'
/^ /' \ ,

/<
<i.x- -+- irx [7-j+'rA^n\7.J
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Dans les deux cas, la forme indéfinie réduite / devient donc une

forme binaire, soit indéfinie, soit négative, de sorte que f même doit

être nommée une forme indéfinie ou ime forme non positive. Car,

si l'on désigne^ par (è, g, c), si [h, g, c] était iiise forme binaire po-

sitive, les conditions de réduction ne pourraient être remplies par

aucune forme positive 'b, g, c).

Je ne puis finir sans rendre grâce à l'extrême obligeance de

IM. Hermite, qui a bien voulu prendre la peine de revoir avec le plus

grand soin tout le ti-avail précédent [*].

[*] Ebbata. — Page 2 1 . note, au lieu de XXX, lisez XXXIII. — Page 60, ligne 1 1

,

au lieu de: 4» 8, 12, lisez: 4- 8. 24-
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Extrait d'une Lettre a M. Resal

,

Pau m. Ossiax BOiMVEï.

I/articIo intéressant sur le moiivemenl d'un point sur une surlace,

que vous venez de publier dans votre Journal, nie remet en mémoire

que je vous avais promis la communication d'une démonstration

des formules de Lagrange susceptible d'entrer clans l'enseignement le

plus élémentaire pour le cas spécial du mouvement d'un point sur

une surface. Voici cette démonstration, qui me paraît à la fois simple

et directe.

Je conserverai toutes vos notations, auxquelles j'ajouterai les sui-

vantes : p e\. q seront les deux variables indépendantes au moyen

desquelles on aura exprimé les coordonnées cartésiennes x, j", z des

différents points de la surface. La caractéristique D indiquera les

différentielles totales relatives à un déplacement infiniment petit égal

à Y)s, effectué sur la surface et dans une direction entièrement quel-

conque; la caractéristique d indiquera les dillerentielles ordinaires

relatives à un déplacement infiniment petit égal à ch = vdt^ effectué

sur la surface et langentiellement à la trajectoire du point mobile,

c'est-à-dire les différentielles par rapport à t; enfin la caractéris-

tique 5 indicjiiera les différentielles relatives à un déplacement infi-

niment petit égal à 0,9, effeclué sur la surface et normalement à la

trajectoire du point mobile. Nous poserons

Di-= E.D/r + 2F.n/;D7 + G.D7S

X . Dr -h Y . D/ + Z . D:; = P . D/; -+- Q . D7,
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E, F, G, P, Q étant des fonctions connues de p et de q, dont les trois

premières dépendent de la forme de la surface, et les deux autres de

la grandeur et de la direction de la force qui sollicite le point maté-

riel ; par conséquent, on aura

par suite

en faisant

et, en outre,

ds- = E.dp- -+- iV .clj) (Iq -F- G . dq'^
;

\ dt I dt dl \ dt I

('- = E/j'- + zYp'q' -h G^/'-;

dp , dfj

Tt'^P' dt

Xdjc + Ydj -hZdz ^Pdp-i-Qdq,

X§x ~Y âr + Z §r = P 0> -r Q oq.

Écrivons maintenant les deux équations du mouvement, qui sont

indépendantes de la réaction inconnue de la surface, à savoir

f/(i V."-) =-.Xdjc-^- Ydy 4- Zdz ^Vdp-^ Qdq,

':l = X ï + y ^ + z ^= = P '^ + Q ?^

.

p, OX os as Ss rj.ï

Ces deux équations, où pg désigne le rayon de courbtne géodé-

sique de la trajectoire, sont établies dans votre Mémoire par un

calcul un peu long, mais on reconnaît aisément qu'elles résultent im-

médiatement de l'expression des composantes tangentielle et normale

de l'accéléralion dans le mouvement d'un point libre.

Or, d'après une formule que j'ai donnée pour la première fois

dans mon premier Mémoire sur la Théorie générale des surfaces

(XXXIP Cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique, p. 3^), et que
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l'on sait maintenant établir bien simplement d'iioe foule de manières :

I S ds

f

.

ds Ss

on T donc

on, en remplaçant, dans la seconde équation, v pai- -, |niis ds^)ds

par 8jdi-,

1 c/J^l'-^r P<Y^ -H (Jf/y,

l-^.^i^^-i^^/' + Q^'/.

Posons, en général,

i, {Ea- -+- aFaj'î 4- Gi') = 'o,

cf ei ^ étant des l'onctions quelconques de ^ et de q, et dd'férentions

successivement suivant la caractérisliqno r/ et suivant la caracléris-

tique â, nous aurons

(2) <

c?oj = -r- di) -h — dq -h — âv. -r- — fifi ,

1 I < Il '^M '^W ('w <)w , . . .
les dérivées partielles — < — > —-1 -r- étant prises comme si a, m et i)

'
(^/^ dr/ ()a ()[j

' ' I /

et (y, dont E, F, (i sont fonctions, étaient quatre variables indé-

|)endanles.

Occupons-nous de la première relation

(2, 1») d^ = _ .//. 4- ^ .A/ + ;^ r/a + ^p df.

Jotirn. de Mdili. (3* sC'iie), tome 111. — Jullet 1877. 2^
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'0 étant une fonction homogène du second degré par lapport à a

et à jS, on a

Oa. ' (jp

doù

<)2 dp ' da ' dS

ajoutant membre à membre celte dernière équation et l'équation

(2, 1°), réduisant et isolant <Ya), on a

, , d'j) r » dw ''o> I du ,

Supposant enfin que a. soit /?' = — ; et que |3 soit q' =^ -^^ auquel

cas bi est égal à ^t", il vient

ce qui permet de mettre la première des équations (i) sous la

forme

Passons à la deuxième des équations 2)

.^ d<a .V dw ^ dw ^ d&i ^,
ow = — 0/) -4- — ory -+- -r- oa -r- -^ ofs ;

si Ton y fait a^dp, |5 = (7fy, ce qui doime 'ji = ^ds-^ et qu'on la

divise par^<-, il viendra

d i ds' d \ ds'' d 4 ds' d T -^i"

S ~ ds' O/J ^ do . d dp ^ j 1) dq .^ ,
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d^ds^
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ce qui permet de mettre la deuxième des équations (ij sous la

forme

Ce résultat et celui qui a été obtenu plus haut montrent que

,n dp ^ ^ ' (h ùq ^ ^•

Ce sont les équations de Lagrange; on en déduit, comme ou sait,

aisément celles de Hamilton.
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Note sur la rotation d'an corps solide autour d'un point

fixe, dans an cas particulier;

Pau m. c. flye salxte- marie.

Capilninc d'artillerie, Inspecteur des études a l'École Polytechnique.

Soient II, K, L les trois axes principaux d'inertie d'un solide, en un

point fixe O, et A, B, C les moments d'inertie du corps, par rapport

à ces axes. Soient, à un instant quelconque, u la vitesse de rotation

autour de l'axe instantané, ojj., w^., cjj les composantes de '.> suivant

les axes principaux. Soient enfin P, Q, R les moments, autour des axes

H, K, L, des forces agissant sur le solide.

Les formules d'Euler nous donnent

B'^' = (C- A) a).-oj^4-Q,

C— =^(A - B)y^.w, 4-R.

Soient OM l'axe représentatif de la rotation à un instant donné, et

OM' l'axe représentatif à l'instant suivant. Par le point fixe, menons

()/7i parallèle à M.M' et égale à —--• Cette droite, qui représente ce

(pi'on peut appeler Vaccélération de rotation, se projette sur les axes

TT .- I • '^'''r '/"r ''<•'•

H, h., L, suivant —ri —r-> —r-
' ' dt lie dt

Je désignerai par les lettres or, y, z ces trois dérivées, qui sont les

coordonnées du point m, et par les lettres a, /3, '/ les cosinus des an-

gles formes par l'axe instantané OM avec les trois axes principaux;

d'où 'jij. = o)K, Wy = w,?, Uj = wy.



al4 C. FLTE SAINTE-BIAIUE.

Les formules d'EuIer deviennent alors

A.rr= (B- Cjo)',?'/-^?,

13;- = (C — A) w-yy. ^ Q,

Cr- = (A — Biw-i'.j'i-i-R.

Je imilliplie la |)remière par a, l.i deuxième par /3, la troisième

par Y, et j'ajoute.

11 vient

(i) Aax + BiS; -i-Cyz = Va -HQ,'i 4- R7

De même, en miillipliant la première équation par Aa, la deuxième

par Bp, la troisième par C7 et ajoutant, ou obtient pour résultat

. 2
)

A- a.x ^\- B- j-S r + C= y r =^ A F a 4- BQ
fî

4- CRy

.

Les équations (i) et (2) représenti ni chacune un plan contenant le

point m, lequel appartiendra, par conséquent, à la droite représentée

par les deux équations.

Par le point M, extiémité de l'axe représenlalif de la rotation à un

instant quelconque, je f.iis passer deux ellipsoïdes ayant pour équation :

L'un AX'' -H BY' -1- CZ- r= U (ellipsoï le d'inertie).

L'autre. . . . A'X^ H- B-Y" 4- C-Z^ = U'.

Au point M, dont It's coordonnées sont oja, ojjj, coy, les plans tan-

gents aux ellipsoïdes ont pour équation :

Le plan tangent à l'ellipsoïde d'inertie. . A y.x ^ B '(j y + C yz = -,

Le plan tangent au second ellipsoïde .. A^a,r-h B-,'5 ) -h C-yz =—

Ces plans sont parallèles aux deux plans contenant le point //j, et

représentés par les équations (1) et (2).

Laissant de côté le cas où les trois momentsP, Q, R sontnuls, cas

dans lequel la loi du mouvement a été mise en lumière par Poinsot, je

supposerai seulement que le second metidjre de l'équation (1) s'annule.
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Celte équation représentera alors un plan passint par le point tixe; ce

|)lan contiendra donc l.i droite Om. D'ailleurs, il est parallèle au plan

tangent à relli[)Si>ïde d'inertie; doi;c aussi MM', parallèle à Om, sera

parallèle à ce plan tangent. On en déduit que le iléplacement éléaien-

taire du point M se fait sur la surface de l'ellipsoïde et que, par consé-

quent, ce point reste toujours sur le même ellipsoï le d'inertie.

Or la somme Pa-f-Qj? -f- Ry, que nous avons supposée nulle, n'est

antre que le moment des forces autour de l'axe inslantané; d'où ce

théorème :

Lorsqu'un corps tourne autour d'un pointfixe sous l'action dejorces

dont le moment autour de l'axe instantané est constamment nul, la

vitesse de rotation est proportionnelle au rayon vecteur de l'ellipsoïde

dirige' dans le sens de cet axe.

Réciproquement, cette proportionnalité exige que la somme des mo-

ments desforces autour de l'axe instantané soit nulle.

La proposition directe est applicable au mouvement d'un corps

tournant autour d'un pointJixe, et assujetti à rester en contact avec

une surfaceJixe, sans être soumis à d'autres Jorces que les réactions

normales de la surface.

En effet, lorsqu'un corps tourne autour d'un axe. le travail élémen-

taire d'une force agissant en un point du corps est égal au moment de

la force autour de cet axe, mulii[)lié jiar le déplacement angulaire élé-

mentaire Or, si un corps glisse sans froltemeiit sur une surface fixe,

le travail élémentaire de la réaction normale est évidemment nul, le

point d'application se déplaçant tangenliellement à la surface; il en

est donc de même du moment de la réaction autour de l'axe instan-

tané. Il est également évident que, si le corps roule sans gliisement,

ce moment est encore nul. On est donc dans les conditions du théo-

rème énoncé plus liant.
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Si/7' le problème des trois corps;

Pau m. Emile MATHIEU

(Es.!rait d'une Lettre à M. Resal.)

Le Journal de Mathématiques contient, dans le lomel (année 1875.

p. 277-316), un Mémoire de JI. Allégret Sur le problème des trois

corps, dans lequel l'auteur pense avoir abaissé les équations du pro-

blème au quatrièaie ordre; mais la solution qu'il a donnée de celle

question est tout à fait inexacte.

Ce Mémoire pourrait donner lieu à plusieurs observations; mais

j'arrive tout de suite à la partie (p. 3i4-3i5) où se trouverait toute la

force de la déuionstraliou relative à l'abaissement du système des

équations. L'auteur introduit dans l'expression de la force vive : 1° la

vitesse de rotation d'une certaine droite dans le plan P des trois corps,

vitesse qu'il représente par -^: 1° une rotation du plan P autour du

ravon vecteur s mené de l'origine an corps m, rotation qu'il repré-

sente par-?: 3° une rotation-^ autour d'une droite située dans le
1 elt lit

plan P et perpendiculaire à s. Il remarque ensuite que la force vive 2T

renferme -ri -r> -1-5 sans contenir y, 0, sr, puis il fortm- les quanti-
ilt dt dt /.

.
' • r 1

tés conjuguées des variables 5, o", 'jj, /, çi^ vj^ parmi lesquelles se trou-

vent celles qui ont pour valeurs

rtT dï dJ

d-^ d— d -'-

dt dl dt

et qu'il représente par ç>' .
-', y'. Il prend alors l'équation des forces
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vives

U - T = II,

où U est la fonction de forces et II une conslaiile .Trbilraire; il rem-

place dans celte équation les quantités conjuguées aux variables s, c,

w, y, p, zô par les dérivées d'une fonction S par rapport à ces variables,

et il forme ainsi l'équation aux différentielles partielles d'IIainilton.

Il obtient, d'après cela, pour solution complète de cette équation
,

l'expression

S = Cx + Fù h-Gtt -t-V,

C, F, G étant trois constantes arbitraires et V une fonction indé|)on-

dante de
y^, p, cr.

L'erreur consiste à regarder dy, dp, dza comme de véritables diffé-

rentielles et à introduire les variables x, p, v,. En effet, conservant

la caractéristique d pour indiquer les différenliations par rapport au

temps t, représentons, suivant l'usage ordinaire, par la caractéris-

tique (? les variations dans un déplacement virtuel ; nous pouvons ainsi

considérer les quantités o*/_, 5p, oV, mais on n'a pas

(rt) ùdp = dîîp, 0(lz3 = doza, oc// = <^oX-

Or, si l'on se reporte à la démonstration des équations canoniques de

la Uvnamique, on verra qu'elle suppose que toutes les variables du pro-

blème satisfont à ce genre de conditions; par suite aussi, si ces con-

ditions ne sont pas satisf lites par rapport à toutes les variables, ou ne

peut pas appliquer l'équation aux différences partielles d'IIannlton.

J'ai dit que les expressions dp, dzs, dy^ ne satisfont pas aux équa-

tions (r;); on a en effet, en désignant par '-j^ la vitesse de rotation du

rayon s,

5(fp = d^p -+- da c?/_, — <//, 5î^,

âr/w r=dàrs 4- dy, op — dp^y,,

àdy, = d^y, -^ dp dir, — drôâp,

comme on peut le reconnaître d'après ce qui se trouve dans la iMéca-

n'uiue analyl'uiue de Lagrange (t. II, section IX, n° 15).

Journ. de Miilh. [o' stTii;\ tome 111. — Jiillut 1877. 28
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M. Allégret remarque ensuite que les trois constantes C, F, G re-

présentent les doubles des vitesses aréolaires prises autour de l'origine

sur le plan P des trois corps et sur deux plans perpendiculaires à P et

perpendiculaires entre eux, dont l'un est mené par le rayon s. Il trouve

en effet, pour ces quantités, les valeurs suivantes :

„ . n do
r = ixQ- s\n~ y -1-5

C = ymi^ + ^.a-)
-j^,

^ ' 'de

a étant l'angle compris entre les deux rayons s et g.

Le point d'analyse qui précède ayant échappé à l'auteur, ce dernier

résultat aurait pu le prévenir qu'il n'était pas en bonne voie. En effet,

ces trois équations, qu'il prend pour les intégrales des aires, n'ont plus

lieu, parce que les plans qu'il considère sont mobiles et que les inté-

grales des aires ne doivent avoir lieu que pour des plans fixes. On peut,

à la vérité, former encore trois équations équivalentes aux équations

des aires par rapport à trois axes mobiles rectangulaires; mais alors

il faut procéder ainsi : Ou considérera l'axe du plan invariable (ou

l'axe du moment résultant des quantités de mouvement qui animent

le svstème des corps), qui est constant en grandeur et en direction
;

on le projettera sur les positions qu'occupent ces trois axes mobiles au

commencement d'un instant; on le projettera sur les mêmes positions

à la fin de cet instant, et l'on exprimera que les trois dernières pro-

jections sont égales respectivement aux trois premières.
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Mémoire siti^ la throrie des plaques élastiques planes ;

Par m. Maurice LEVY.

Les formules que Poisson et Kirclihoff ont déduites des équations

générales de la tliéoiie matliémalique de 1 éiasticilé, pour représenter

la flexion d'une plaque mince, fournissent la même équation aux dé-

rivées partielles du quatrième ordre; mais celles de Poisson compor-

tent trois conditions à la surface et donnent lieu à un problème d'Ana-

lyse impossible toutes les fois que les forces agissantes ne sontpas telles

que ces trois conditions se réduisent d'elles-mêmes à deux ; lesffirmides

de Kirclihoff, au contraire, ne comportent que deux conditions à la sur-

face, et donnent lieu à un problème d'Analyse toujours possible et

déterminé.

Pour cette raison, la théorie de Kirclihoff est généralement ad-

mise, sans que l'on ait pu pourtant découvrir la moindre erreur

dans celle de Poisson. IM. Boussinesq, dans un Mémoire publié au

tome XVI du Journal de M. Liouvdle, lui en attribue une; mais je

montre qu'elle n'existe pas; je dis, de plus, que les deux théories, si

discordantes en apparence, sont au fond identiques, et que celle si sé-

duisante de Kirchhoff n'est, quoiqu'elle conduiseà un problème d'Ana-

lyse toujours soluble, applicable que dans les cas trés-exceplionnels

où celle de Poisson s'applique elle-même, et que, dans ces cas, elles

fournissent toutes deux des résultais identiques.

Pour mettre le problème en équation d'une manière générale, au

lieu de considérer dès 1 abord, comme on l'a fait, une question d'ap-

proximation, je traite d'abord un certain nombre de problèmes rigou-

reux, relatifs à des cylindres de hauteur quelconque; j'arrive à

plusieurs résultats en eux-mêmes intéressants, et de nature à élucider

beaucoup le problème si obscur des plaques; parmi ces résultats, je

28..
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citenn ceux-ci : i° quelles que soient les pressions exercées sur la

surf'iice latérale d'un corps oylintlrique ou prismatique sur la niasse

entière et sur les bases duquel n'agissent pas de forces, il est impossible

qu'une ligne matérielle, naturellement droileet perpendiculaire sur les

deux bases, se transforme, par suite de la détormation élastique, en

une courbe algébrique d'un degré supérieur au troisième; 2° pour

qu'elle puisse se transformer en une courbe algébrique (d'un degré né-

cessairement égal ou inférieur au troisième), il faut qu'entre la résul-

tante de translation et le moment résultant des pressions agissant le

long de chacune des génératrices de la surface latérale il existe une

certaine relation.

Une fois obtenus, les résultats rigoureux que nous cherchons relati-

vement à des cylindres de hauteur quelconque, nous les appliquons à

des cylindres de hauteur très-petite, c'est-à-dire à des plaques. Cette

marche, on le conçoit, est incomparablement plus nette et moins su-

jette à méprises que celle qui consiste à faire les approximations sur

les équations aux'dérivées partielles servant de point de départ. C'est

d'une façon analogue qu'a opéré M. de Saint-Venant, dans son Mé-

moire sur la torsion des prismes.

Après avoir misainsi le problème en équation, en faisant abstraction

des forces telles que la pesanteur agissant sur la masse entière de la

plaque, pour introduire ces forces sans reprendre des calculs qui de-

viendraient extrêmement compliqués, nous employons une méthode

qui constitue une sorte d'extension de la méthode de la variation des

constantes arbitraires; elle pourrait se nommer la méthode de la varia-

tion de la forme des fonctions arbitraires. Elle consiste, en effet, à mo-

difier la forme des diverses fonctions qui entrent dans nos équations, de

façon telle que, sans cesser de satisfaire aux conditions sur les bases, les-

quelles ne changent pas, elles puissent satisfaire aux nouvelles équations

d'équilibre intérieur résultant de l'introduction des forces agissant sur

la masse de la plaque et aux nouvelles conditions sur la surface latérale.

Une fois les forces proportionnelles aux masses introduites, le théo-

rème de d'Alembert fournit les équations du mouvement.

Nous appliquons notre théorie à l'équilibre et au mouvement de

la plaque circulaire, soit libre, soit appuyée, soit encastrée sur son

pourtour. D.uis le cas de l'équilibie, nos formules permettent de
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calculer en termes finis la flèche au centre de la plaque appuyée ou

encastrée, quelle que soit la répartition des forces extérieures; dans

le cas du niouveenent, le mouvement vibratoire du centre de la

plaque ne dépend que des déplacements moyens et des vitesses

nioveunes sur les circonférences concentriques à la plaque et non des

déplacements initiaux et vitesses initiales imprimés à chaque point.

Enfin, si l'on suppose tout symétrique autour du centre, nos formules

coïncident avec celles de Poisson, qui, dans ce cas particulier, le seul

qu'il ait traité, se trouvent satisfaire à toutes les conditions du pro-

blème.

I.

Sur les difficultés qui subsistent dans la t/ie'orie des plaques minces.

C'est Lagrange qui, le premier, à l'occasion des travaux de M"" So-

phie Germain, adonné, sans démonstration, l'équation à différences

partielles du quatrième ordre dont dépend le problème, et cette équa-

tion a été retrouvée depuis, par les moyens les plus divers; elle ne

peut pas faire doute, et c'est seulement sur la possibilité de satisfaire

aux conditions à la surface, conditions dont Lagrange ne s'est pas

occupé, que porte la difficulté.

Rirchhoff, dans son beau Mémoire : Uber das Gleichgeniclit und

die Beivegung einer elastichen Scheibe, publié au tome L du « Journal

de Crelle », et devenu classique en Allemagne, montre facilement que

M"* Sophie Germain trouve des conditions à Li surface, en général

incompatibles avec l'équation à différences partielles à satisfaire.

Cela n'a rien de surprenant, les travaux, d'ailleurs remarquables,

de iM"* Sophie Germain étant basés sur une hypothèse que la théorie

mathématique de l'élasticité est venue infirmer.

Ce qui est, au contraire, très-inattendu, c'est que Rirchhoff montre

aussi que Poisson, qui, dans son Mémoire de 1828, s'apjiuie pourtant

uniquement sur les équations générales de la théorie mathématique de

l'élasticité, en faisant un calcul d'approximation tres-ratioiinel, est

néanmoins conduit, lui aussi, à un problème d'Analyse ilont les don-

nées sont, en général, incompatibles.
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Supposons une pLique d'épaisseur uniforme et très-petite 2 s, dont

le plan moyen pris pour plan des xj soit, pour abréger le lan-

gage, regardé comme horizontal, en sorte que la coordonnée verti-

cale z d'un point quelconque de la plaque varie entre les limites — £

et -\- s, et reste, par suite, très-petite. Sur la masse entière de la plaque

agissent des forces telles que la pesanteur; sur son pourtour cylin-

drique, des pressions connues ou k déterminer; sur ses bases, des

pressions nulles.

Soient u, v et w les composantes parallèles aux axes, du dépla-

cement élastique d'un de ses points; Poisson admet que les trois fonc-

tions II, V, w et, pnr suite, celles qui expriment les composantes des

forces élastiques, sont développables suivant les puissances positives de

la quantité très-petite z, et il conduit son calcul d'approximation de

façon à négliger les quantités de l'ordre de z- ou £- dans les pressions

qui sont de l'ordre de z ou de s et les quantités de l'ordre de s' dans

celles des pressions qui sont de l'ordre de t^. Dans ce dernier cas sont

les pressions qui s'annulent sur les deux bases , c'est-à-dire pour

z = ± £, puisque, si l'on admet qu'elles sont susceptibles d'être repré-

sentées approximativement par une fonction algébrique en z, elles con-

tiennent nécessairement le facteur s" — s", et sont, par suite, au moins

du second degré.

Voici les résultats auxquels il arrive :

1° Wo étant une fonction des deux seules variables x eX. y qui re-

présente le déplacement vertical d'un point du plan moyen, et ce

plan étant supposé sans tension, ce que Poisson ne suppose pas, mais

ce que nous admettrons dans cet exposé de son travail, pour élaguer

tout ce qui ne donne pas lieu à difficulté, les composantes u, t', w du

déplacement d'un point situé à la distance z du plan moyen peuvent

être sensiblement représentées par les expressions

(a) II— r— s? v= -, ÎV = Wo.

Ces équations expriment, comme Poisson le fait remarquer, qu'une

petite ligne droite primitivement verticale ou normale au plan moyen

reste, après la déformation, sensiblement droite et normale à la surface

moyenne déformée.
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2° La fonction W^, au moyen de laquelle se trouvent ainsi exprimées

toutes les inconnues du problème, doit satisfaire à l'équation à diffé-

rences partielles du quatrième ordre déjà trouvée par les prédécesseurs

de Poisson

/ étant une fonction donnée dépemiant des forces proportionnelles

aux masses qui agissent sur la plaque.

3° Sur le contour du plan moyen, c'est-à-dire sur sa ligne d'inter-

section avec le cylindre formant la surface latérale de la plaque, la

fonction W„ doit satisfaire à trois conditions. Elles expriment que les

pressions extérieures agissant le long de l'une quelconque des généra-

trices de ce cylindre et les forces élastiques agissant le long de cette

même génératrice se feraient équilibre si celle petite ligne était rigide.

Soient ah, (t,b, deux génératrices infiniment voisines de ce cylindre,

en sorte que ab = a,b, = ai; soit ils leur distance comptée sur la

courbe que forme le contour du plan moyen.

Transportons toutes les pressions extérieures agissant sur le rectangle

aba^b, en son centre, c'est-à-dire au point milieu de l'élément li-

néaire (Is, connue si ce rectangle faisait partie d'un système rigide.

Dans riixpotliése où nous nous plaçons d'une tension nulle sur le

plan moyen, la résultante de translation de ces forces est verticale ou

parallèle aux génératrices rti, (i,b, ; appelons-la Zo^/j; quant à l'axe du

couple résultant, il est clair qu'il est nécessairement situé dans le

plan moyen ; appelons sds et 3X,ds ses composantes suivant la tangente

et la normale à la courbe qui limite le plan moyen.

Transportons de la même manière les forces élastiques qui agissent

sur le rectangle aba,b,] nommons, suivant une notation de M. de

Saint-Venant, Zods, nds, Dbf/y leur résultante de translation et les com-

posantes de l'axe de leur couple résultant.

Les équations de Poisson signifient que, sur tout le périmètre, on

doit avoir

i Zo-l-Z„ = o,

(c) |x-t-X = o,

e -+- 5 =o.
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Et, comme les forces élastiques Zo, G, DX, s'expriment au moyen des

dérivées des déplacements u, v, »•, et par suite aussi, en vertu de {a) au

moven des dérivées de la fonction inconnue W,,, on a trois conditions

au pourtour auxquelles cette fonction doi* satisfaire.

Or Kirchlioff montre que ces trois conditions à la surface ou au

pourtour sont incompatibles avec l'équation à différences partielles qui

récit la fonction W„; que si l'on assujettit cette fonction à satisfaire à

cette équation et à deux des conditions à la surface, on ne dispose plus

des arbitraires nécessaires pour satisfaire à la troisième, en sorte que,

ponr que le problème d'Analyse soit possible, il faut qu'une certaine

condition soit remplie entre les forces extérieures données qui agissent

sur la plaque, résultat qui semble absurde, étant donnée la question de

Physique dont ce problème d'Analyse est la traduction.

Cependant il est impossible, il me paraît en tous cas impossible, de

découvrir une erreur dans le jAIémoire de Poisson ; l'équation à diffé-

rences partielles (i) trouvée pour la fonction W„ n'a jamais été mise en

doute; les conditions à la surface données par Poisson sont rigoureuse-

ment nécessaires; on pourrait donterqu'elles soient suffisantes; si, en

effet, il s'agissait d'un cylindre de hauteur 2£ finie et d'un problème à

résoudre rigoureusement, il ne suffirait pas d'exprimer, comme le fait

Poisson, que les forces extérieures élastiques agissant le long de chaque

^génératrice du cylindre contournant satisfont aux conditions d'équi-

libre d'un système invariable, mais qu'il y a équilibre entre la force

extérieure et la force élastique agissant sur chacun des éléments super-

ficiels de ce cylindre. Or ces dernières conditions entraînent celles de

Poisson, en sorte que celles-ci sont rigoureusement nécessaires.

Les calculs de Poisson montrent, et c'est là leur caractère et le ca-

ractère même du problème des plaques, qu'ils sont suffisants au degré

d'approximation qu'il a cherché; mais leur nécessité n'est pas seule-

ment une question d'approximation; elle est de rigueur.

Comment alors expliquer que ces conditions puissent être analyti-

quement surabondantes, quand d'aUleurs on sait que le problème gé -

néral d'Analyse auquel donne lieu la théorie mathématique de l'élasti-

cité est possible et déterminé?

Sans s'arrêter à cette question, Kirchhoff, dans le Mémoire susmen-

tionné, reprend le problème d'une autre manière. Se bornant au cas où

la tension du plan moyen est nulle, il commence par poser cette hy-
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polhèse, analogue à celle que f;iit J;icob Bernoulli sur les verges élas-

tiques et à celle que Navier avait déjà faite en 1820 sur le problème

mcMne des plaques [*], qu'une petite ligne naturellemeut droile et nor-

male an plan moyen reste, après la déformation : 1° droite, 2" normale

au plan mo\en déformé.

En introduisant ces hypothèses dans l'expression du potentiel des

forces élastiques et écrivant que la variation du potentiel pour un dé-

placement virtuel au, oi', ow est égale au travail correspondant des

forces extérieures appliquées, soit sur la masse entière, soit sur la sur-

face latérale de la plaqne, il est conduit, pour définir la fonction VVo, à

la même é(piation à différences partielles du quatrième ordre que

Poisson; mais il trouve que cette fonction n'est assujettie à satisfaire

qu'à deux conditions à la surface au lieu de trois. L'une de ces condi-

tions est identique à l'une de celles de Poisson; l'autre est une combi-

naison particulière des deux autres conditions de Poisson.

Par suite de la réduction à deux des conditions au pourtour, le pro-

blème devient possible et déterminé.

Mais alors se présente cttle question très-grave : Comment deux

géomètres traitant le même problème, en faisant usage l'un et l'aulie

des principes de la théorie mathéiualiqne de l'élasticité, les employant

seulement sous deux formes analytiques différentes, mais en réalité

absolument équivalentes, peuvent-ils arriver à des solutions différentes,

et tellement différentes que l'un rencontre un problème d'Analyse in-

soluble là ou l'autre trouve un problème possible et déterminé?

Cette circonstance, lapporte M. de Saint-Venant dans son grand

Ouvrage sur les leçons de Navier, a fait dire à M. Gehring, un disciple

[*] Mémoire sur la flexion des plans claititjues. Cet admirablo truvail n'a qu'un

dcfaut : il est fntaclui d'une erreur de calcul, d'une erreur d'inadvertance tout à fait

inexplicable, qui, je crois, n'a pas été remarquée ;elle se trouve au § i du Mémoire au-

tographiéqui existe à lalîibliatiièque de l'I-lcoie des l'on ts et Chaussées y, et sans laquelle

Navier serait nécessairement arrivé ù des formules tout à fait analogues à celles don-

nées trente ans plus tard par Kirclihoff. Mais ce Mémoire méritera toujours d'être lu et

étudié cumnie un modèle de ce que peuvent les moyens les plus primitils dans dts

mains aussi habiles. Sans le secours de lu tliéorie mathématique de l'elaslicilé, dont il

est, comme on le sait, le premier fondateur, mais (ju'il ne créa que l'année suivante,

ne disposant que du précepte « L't teiisiu sic vis », il ai rive à ses fins par les moyens

les plus rapides et les plus élégants.

Joiirii. itf Mal/i. (3"-' scrio), tome III.— JriLLi;T iS;;. -^Q
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de Kirchholf, dans une thèse inaugurale [*], que l'emploi du potentiel

ou du calcul des variations peut seul conduire pour chaque question

au noaihre justement nécessaire et suffisant de conditions à remplir [**].

N'ayant eu occasion de connaître le travail de M. Gebring que par

l'analyse qu'en donne Clebsch dans son Ouvrage sur la théorie mathé-

matique de l'élasticité, je ne vois pas très-bien le sens qu'il attribue à

la thèse qu'il soutient, et qui, par elle-même, semble n'en avoir au-

cun. C'est, en effet, comme si l'on soutenait que le principe des vitesses

virtuelles peut seul conduire, dans chaque question de Statique, au

nombre justement nécessaire et suffisant de conditions à remplir pour

l'équilibre, et que toute autre méthode pourrait donner trop ou trop

peu de conditions.

M. de Saint-Venant, après avoir exposé les difficultés dont nous

venons de parler, ajoute : « Ce sujet est délicat. Nous ne doutons pas

que les équations aux limites de M. Kirchhoff ne soient les véritables
;

mais en quoi celles de Poisson sont-elles fausses? C'est ce que nous

n'avons pas encore eu le loisir d'étudier à fond. »

Je voudrais montrer que les deux théories de Poisson et de Kirchhoff,

si différentes en apparence, sont, au fond, identiques; que quand celle

de Poisson n'est pas applicable, ce qui a lieu toutes les fois qu'une de

ses trois conditions ne rentre pas dans les deux autres, celle de Kirch-

hoff ne l'est pas davantage.

Poisson considère, et c'est bien évidemment ainsi que le problème se

pose, une plaque taillée dans un solide élastique et isotrope, dans un

solide naturel; il prend les équations qui régissent l'équilibre d'un tel

solide; il développe en séries, comme il a été dit, les fonctions inconnues;

il s'arrête aux premiers termes des séries et il reconnaît, chemin faisant

et sans l'avoir cherché, que ce calcul d'approximation équivaut à sup-

poser que les petites lignes primitivement droites et normales à la sur-

face moyenne restent sensiblement telles, c'est-à-dire restent telles

aux termes près qu'il a négligés.

Poursuivant ses calcids, il est conduit à un problème d'Analyse im-

[*] Deœquationibus differcntialihus quibus wquilibrium et motiis lamiiiœ cristaUinœ

dcfîniuntur disscrlatio inniig iiralis.

[**] Résumé des leçons de Nnoier, avec Notes, Appendice de M. de Saint-Venant.

— Partie liistori(jiie, page cclxviii.
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possible; de là on ne peut, à aucun degré, déiluire qu'il se soit trompé;

la seule chose à conclure, et cette conclusion est rigoureuse et me pa-

rait trés-imporlaiite, c'est le théorème suivant :

Étant donnée une placjne mince dont les deux hases ne sont soumises

à aucune pression, il n'est pas permis^ en général, même lorsque^ dans

l'évaluation des pressions qui sont de l'ordre de l'épaisseurde la plaque,

on néglige les quantités de l'ai cire du carré de cette épaisseur^ mais que,

dans les pressions qui sont de l'ordre du carre de l'épaisseur, on ne

néglige que le cube de cette dimension^ d'admettre que la plaque se

déjorme defaçon que chaque ligne primitivement dioite et normale au
plan mo) en reste, après la dcjbrmation, dioite et normale à la surface

mojenne d</fbrmée.

Pour que cela puisse être admis, ilfaut qu'entre lesjorces qui la sol-

licitent, tant sur son pourtour cylindrique que sur sa masse entière, il

existe une certaine relation.

Voilà, croyons-nous, le résultat absolument certain et le seul que

l'on puisse tirer du beau travail de Poisson.

Nous établissons plus loin un théorème beaucoup plus général et

rigoureux.

Maintenant Rirchhoff, lui, admet a priori que, dans la plaque qu'il

étudie, les petites lignes droites normales à la surface moyenne restent

telles après la déformation ; il porte cette hypothèse dans l'expression

du potentiel ou du travail virtuel des forces intérieures; il la porte

aussi dans les expressions des déplacements virtuels ou, ùv, ou- attri-

buées à chaque point de la plaque et qui entrent dans l'expression du

travail virtuel des forces extérieures et il écrit que la sonune des tra-

vaux de toutes les forces tant extérieures qu'intérieures est nulle pour

les déplacements virtuels dont les expressions ou, w, ow ont été ainsi

simplifiées d'après son hypothèse. Cela revient à dire qu'il applique le

principe des vitesses virtuelles non pas à tous les déplacements com-

patibles avec la constitution d'un corps solide naturel, ni même à des

déplacements que l'on soit assuré d'avance être compatibles avec cette

constitution, mais à des dé[i\a.cemenls supposés, aux déplacements en

vertu desquels chaque petite ligne droite et normale à la surface

moyenne reste telle après le déplacement. Ces déplacements, ainsi

admis a priori, sont-ils compatibles avec la constitution d'une plaque

taillée dans un solide naturel? C'est justement ce qui est en question,

29..
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c'esl-à-dire que pour s'en assurer il faudrait que le problème à résoudre

fût résolu; j'ajoute que cela n'est même plus en question après la

proposition que j'ai énoncée plus haut connue la conséquence certaine

delà théorie de Poisson ; cette proposition montre justement que les

déplacements virtuels supposés a priori par Kirchhoff sont, en général,

incompatibles avec la constitution d'une plaque prise dans un solide

élastique et isotrope.

Donc, en général, les équations de Kirchhoff ne s'appliquent pas à

tnie telle plaque; elles s'appliquent à une plaque de constitulion idéale,

semi-élastique, semi-rigide, à savoir : élastique dans toutes les direc-

tions parallèles au plan moyen; rigide, ou tout au moins inflexible

dans le sens perpendiculaire; en un mot, à une plaque dont les di-

verses parties seraient censées liées les unes aux autres, de telle façon

que les déplacements ^«/j/îo^ei puissent se produire et soient les seuls

pouvant se produire.

On conçoit très-bien qu'en admettant ainsi entre les molécules du

corps que l'on étudie des liaisons qui réduisent le nombre et la nature

des déplacements virtuels possibles, on réduira le nombre des condi-

tions d'équilibre.

Rien n'est d'ailleurs plus légitime que d'étudier ainsi des systèmes

de constitution idéale, des systèmes semi-rigides, de même qu'il est lé-

gitime d'étudier en ÎNIécanique des corps entièrement rigides, quoique

de tels corps n'existent pas dans la nature. Toute la question est de

savoir dans quelle mesure les résultats obteiuis pourront s'appliquer

aux solides naturels; or il ressort précisément du théorème donné

plus haut que les résultats obtenus pour les systèmes étudiés par

Kirchhoff ne seront pas, en général, applicables aux solides naturels;

ils ne sont applicables que dans les cas particuliers où, entre les forces

qui agissent sur les plaques, existe une relation telle que le mode par-

ticulier de déformation qu'il supposait puisse se produire, c'est-à-dire

dans les cas où l'une des trois conditions à la surface de Poisson se

trouve èlre satisfaite d'elle-même, soit identiquement, soit en vertu des

deux autres; mais alors le problème d'Analyse de Poisson devient pos-

sible et conduit aux mêmes résultats que les formules de Kirchhoff.

Ainsi, quand la théorie de Poisson n'est pas applicable, celle de

Kirchhoff ne l'est pas non plus, et vice versa. C'est ce qui devait être,

parce qu'au fond elles sont absolument identiques.
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Dans ses admirables leçons de Physique inalht'matique, Kirchhoft

est revenu tout récemnienl sur celte question en cherchant à justifier

son hypothèse. Mais dt'jà de ce qui précède il ressort qu'il est impos-

sible d'en donner une démonstration qui ne comporte pas inie infi-

nité de cas d'exceptions. Dans une Note insérée aux Comptes tendus du

3o avril 1877, nous en avons cilé un parmi un nombre illimité que

nous donnerons plus loin.

Mais il y a plus : dans cette Note nous montrons que, quand les forces

agissant sur le pourtour de la plaqiu' sont discontinues, il arrive en

général que les formules dcM. Kirchhoff cessent même d'avoirun sens,

ce qui entraîne, en principe, leur rejet dans tous les cas; car, en vertu

du principe dû à M. de Saint- Venant, delà superposition des effets

des forces élastiques, on est toujours en droit de regarder tout effet de

forces continues s'exerçant sur un corps élastique comme résultant de

la superposition des effets d'un nombre limité ou illimité de systèmes de

forces discontinues, en sorte que le seul problème qu'il soit nécessaire

el suffisant de savoir résoudre, c'est celui relatif à l'effet d'une force

unique de position quelconque sur nn corps élastique donné.

M. Boussinesq, persuadé que Poisson s'était trompé, a, dans nn

Mémoire publié an tome XVI dn Journal de M. Liouv'dlc, cherché

à mettre son errcui' on évidence et aussi à établir les équations

de Kirchhoff sans faire l'hypothèse qui sert de point de départ à l'émi-

nent savant allemand.

Cela équivaut à dire que M. Boussinesq a cherché à établir que les

équations de Rirchhoff sont bien applicables aux plaques nalnrelles,

et à montrer en quoi celles de Poisson seraient erronées.

Ce qui précède démontre déjà que le but que s'est proposé M. Bous-

sinesq ne peut être atteint; mais il n'est pas sans intérêt d'indiquer par

où pèche son raisonnement que voici.

l'ii;. I.

jC^
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niL'iit voisines et éqiiidistantes du cyliiidre contournant la plaque; soit

ds l'équidistance de ces petites lignes qui ont toutes pour longueur

l'épaisseur ie de la plaque.

Appelons, comme précédemment, Z^ds la résultante de translation

des forces extérieures agissant sur le rectangle aba,b,, et qu'on

pourrait nommer l'effort tranchant ; zds et y^ds les composantes tan-

gentielle et normale de l'axe du couple résultant, en sorte que Kids

est l'axe d'un couple dont le plan est normal au cylindre contournant

et qu'on pourrait appeler le couple de flexion, et dX,ds l'axe d'uu couple

dont le plan est tangent à ce cylindre et qu'on pourrait appeler le

couple de torsion.
'

Ce dernier couple, dit M. Boussinesq, peut êlre remplacé par deux

forces dX, et — »)î> appliquées en deux points i et/ de la ligne moyenne

du rectangle aba,b, et distants de ds; puis on peut faire tourner ce

couple {sfZ,, — DL) dans son plan, de façon que laforce 4- Jbsoit dirigée

suivant ab, et celle — X suivant a,b,.

Si l'on opère de même sur le rectangle a^b^a^bn, on aura de

même un couple dont l'une des forces , celle qui est égale à

+- [dX, + ^-^ ds) sera dirigée suivant la génératrice a^b^, en sorte que

la résultante des forces provenant des deux couples dirigée suivant

cette ligne sera—^ ds; à cette force vient s'ajouter celle Z^ds de même

direction, en sorte que l'on aurait au total :

1° La force verticale

2° Le couple de flexion îsds.

En opérant de même sur les forces élastiques, on les réduirait aussi

à une force verticale qui, d'après nos notations antérieures, serait

Zo + ^^U.

et à un couple

îLds.

Les équations de conditions à remplir sur le pourtour seraient donc
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au nombre de deux seulement

G + G - o, Z„ + — + ^ + -^7 = O.

Ce sont bien celles trouvées d'une antre manière par Kirchhoff.

C'est pourn'avoir pas songé à faire tournerainsi ces cou pies (%, — 3t>)

que Poisson se serait, snivant M. lîoussinesq, trompé et serait arrivé à

une condition de trop à la surface. « Poisson, dit M. Bonssincsq, à la

page 244 de son Mémoire, ayant négligé de remplacer les couples pa-

rallèles au cylindre contournant par des forces dirigées snivant les gé-

nératrices de ce cylindre, et de fondre, par suite, leur effet dans celui

de la composante Z„, les a regardés comme représentant un mode
d'action distinct snr chaque bande (chaque rectangle a b a, b,], ce qui

lui adonné une condition de trop. »

j4 priori, on admettra difficilement que dans un problème on puisse

arriver à un résultat différent, snivant qu'on aura ou non remplacé un

couple par lui couple sfaliquement éqnivalent, si toutefois cette sub-

stitution est permise ; un artifice, quel qu'il soit, on le comprend, peut

faciliter la solution d'un problème, mais non la modifier; s'il la mo-

difie, on peut affirmer d'avance qu'il est illégitime; c'est, en effet, ce

qui a lieu ici. Il n'est permis ni rigoureusement, ni approximative-

ment, si l'on a affaire à une plaque prise dans un solide naturel,

comme l'a supposé Poisson et comme le suppose M. Bonssincsq,

puisque son but est de se passer de l'hypothèse de Kirchhoff, de rem-

placer les deux forces DX,, — X appliquées aux points /et j de la ligne

médiane du rectangle ab a^b, par un autre couple slatiquement équi-

valent dont les deux forces soient dirigées suivant les côtés ab, a, b, de

ce rectangle. En effet, quelles que soient les forces élastiques agissant

sur les différents éléments snjierficiels qui composent le rectangle

nba,b,, de hauteur as et de largeur d<!, on peut les supposer appli-

quées aux différents points de sa ligne médiane a,3. Comme nous l'a-

vons déjà fait observer plus haut, le caractère essentiel de l'approxi-

mation que Poisson a cherchée et que l'on cherche dans les plaques

minces léside dans ce que, au lieu de déterminer rigoureusement ces

forces, on les remplace ap|)roximativement par d'autres, par des pres-

sions fictives, satisfaisant simplement à la condition d'avoir même ré-

sultante de translation et même moment résultant que les pressions
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vraies; mais il va de soi que les pressions fictives doivent s'exercer sur

les mêmes éléments superficiels que les pressions vraies qu'elles rem-

placent a|)proximativement : leurs points d'application doivent donc

être distribués sur la ligne afi. Il s'ensuit qu'on peut, sans incon-

vénient et dans la limite d'approximation supposée, remplacer les

deux forces 3L, — X appliquées aux points / et/" par d'autres équiva-

lentes, pourvu qu elles soient aussi appliquées en des points de la ligne

a|3; mais on n'est pas en droit de tourner le couple (%, — 3L) de façon

que les points d'application des deux forces qui les composent s'éloi-

gnent de cette ligne d'une quantité infiniment petite de l'ordre de ds.

Cela est évident, et, pour rendre la chose en quelque sorte palpable, il

suffit de supposer une plaque appuyée sur son pourtour moyen, c'est-

à-dire une plaque dont le contour moyen ST soit supposé fixe. Alors

il est clair que le couple (3b, — x) agissant aux points / et; produira

une déformation élastique, tandis que, si on le tourne dans son plan de

façon à faire agir les deux forces qui le composent aux deux extrémités

de la petite ligne ds du contour moyen, il n'en produira pas, cette

ligne étant supposée fixe.

Même, si l'on admettait que les lignes telles que ab, a/3, a^b^, etc.,

primitivement normales au plan moyen, se comportent comme si elles

étaient inflexibles, le déplacement du couple opéré par M. Boussinesq

ne serait encore pas permis. Pour qu'il devienne licite, il faut sup-

poser non-seulement que les droites telles que «jS, primitivement nor-

males au plan moyen, restent droites après la déformation, mais encore

qu'elles restent normales au plan moyen. Alors l'ensemble des deux

lignes ap et ds forme un système invariable, puisque leur angle ne

peut, par hypothèse, pas changer, et il devient légitime de transporter

le couple (at., — x) de l'une à l'autre.

Ainsi, pour que ce déplacement de couple soit admissible, il faut

justement admettre en son entier l'hypothèse de Rirchhoff, celte

hypothèse que Kirchholf a franchement mise en évidence au début

de son ancien Mémoire, et que le but principal de M. Boussinesq et

aussi (leM. Gehring était d'éviter [*J.

[*] L'examen du travail de M. Gehring, qui porte sur la déformation finie des

plaques planes, nous conduirait en dehors des limites de notre sujet. Nous aurons
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Ainsi, en résumé, la solution de Poisson n'est pas suffisante, non

parce qu'elle est erronée en quelque point que ce soif, mais parce

qu'elle est trop parlicnliére, |)arce que, en général, elle ne [)ernict pas

de satisfaire à toutes les conditions du problème. La solulion de Kircli-

hoff est tout aussi particulière et n'est applicable que dans les mêmes
cas; en deliors de ces cas, les formules de Poisson manifestent d'elles-

mêmes leur impuissance en conduisant à un problème d'Analyse im-

possible; l'insuffisance de celles de Rirchhoffest un peu plus cachée en

ce qu'elles coi;duisent toujours, et c'est par là qu'elles séduisent et

paraissent plus vraies que celles de Poisson, à un système d'équalious

diftéreutielles soluble; mais ces équations, ne sont pas en général,

applicables aux solides isotropes et le problème des plaques élastiques

et isotropes reste à mettre en équation.

II.

Sur quelques cas particuliers du problème de iéqudibre

d'un cjUtulre élastique.

Pour y parvenir, au lieu de prendre de suite, comme on l'a fait, un

problème d'approximation, nous chercherons d'abord à résoudre un
problème rigoureux ; au lieu de considérer une plaque mince, nous

considérerons d'abord un cylindre élastique de hauteur 2£ quelconque
;

nous ferons abstraction des forces telles que la pesanteur agissant sur

sa masse; nous supposerons <pie sur ses deux bases ne s'exercent pas

de pressions, mais seulement sur sa surface latérale. Le plan moyen

du cylindre étant pris pour plan des xy et l'axe des z étant, par suite,

parallèle à ses génératrices, nous posons la question suivante :

Est-il possible de trouver pour les composantes u, v, w des déplace-

ments élastiques d'un point quelconque de ce corps et, par suite, pour

les composantes des forces élastiques qui s'y exercent, des expressions

algébriques et entières relativement à r, composées d'un nombre fini

peut-être occasion d'en parler dans un Mémoire que nous nous réservons de faire sur

la dérorination finie ou infiniment petite des plaques courbes.

Jouni. de Math. (,3"= série), tome III. — JiiLLtt 1877. JO
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de termes, satisfaisant en tous les points du cylindre aux équations d'é-

quilibre élastique et satisfaisant, en outre, à !a condilion que les pressions

soient nulles sur les deux bases? S'il existe une solution de cette forme,

elle permettra d'abord de résoudre rigoureusement le problème del'équi-

libre élastique des corps cylindriques dans une infinité de cas nouveaux ;

si, d'ailleurs, cette solution contient assez d'arbitraires pour per-

mettre de satisfaire aux conditions sur la surface latérale, en prenant

arbitrairement non pas chacune des forces agissant sur cette surface

(ce qui ne pourrait pas être à cause de la forme particulière adoptée

pour la solution), mais la résultante de translation et le moment résul-

tant des pressions agissant le long de chaque génératrice, alors le pro-

blème des plaques tel qu'il est posé sera résolu. Si, au contraire, la

solution cherchée n'existe pas, ou si, existant, elle ne renferme pas

assez d'arbitraires pour permettre de remplir cette dernière condition,

alors de ce résultat négatif on pourra tout au moins déduire que ce

problème des plaques ne peut pas être résolu sous forme algébrique

par rapport à z, et qu'il faut chercher quelque expression d'une

autre forme.

Soit 5 la dilatation cubique, en un point d'un corps élastique et iso-

trope; les équations d'équilibre, lorsqu'on fait abstraction des forces

extérieures, peuvent s'écrire

[zk ~~ i)0 + Aoi/ = o,

(aA- -f- i)9 + Aot' = o,

(2 A' -h i}5 + A2W= o,

, du
^

dv dtv

d-r dy ' dz

où

A — — -L- il -u il,
"

OJU- ' dy ' Ôz'

et k est un coefficient numérique qui, d'après les idées de Poisson, de

Cauchy, de Duhamel, de M. de Siint-Venant et les belles expériences

de M. Cornu, devrait être pris égal à -

Les composantes des pressions que nous désignons, avec Lamé,

par les lettres N,- et T,-, auront pour expressions, K étant un non-
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veau coefficient qui est en relation très-simple avec ce qu'on appelle

le module d'élasticité,

(2)

Pour résoudre le problème posé, développons d'abord les quatre

fonctions u, v, tv, Q en séries illimitées par rapport aux puissances

entières et positives de z. Soit

(3) « = ^u,;;, ^ = ^v.i, "'=^w,;;, = ^^,^

où U,, V,, W;, A, sont quatre séries de fonctions indéterminées des

deux seules variables x, y.

Si l'on porte ces expressions dans les équations (i), on obtient,

pour définir ces fonctions, les quatre séries d'équations

[a) (2A-f-r)gH-A,U,-^U,.,=.o.

{b) {2k + i)
Jî^

+ A,V, -(- V,-^, = o.

(C) {ik -f- l) 0,+l -t- ^2^,-+- W,V2--:^ o,

,,, „ du, <)V, ...
{d) 6' = 7)7-^177+^^-"

qui doivent avoir lieu pour toutes les valeurs o, i, 2, 3, ... de ;

jusqu'à l'infini.

Si l'on différentie la première par rapport à x, la seconde par

rapport 'a y; qu'on les ajoute à la troisième, où / est remplacé par

j + I, il viendra, à cause de la dernière,

Aj0,-r P),+2 = 0,

qui foiunit fio, PI3, «>, ... au moyen des deux fonctions Ao, '^1, les-

quelles restent seules arbitraires.

3o.
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Le symbole Aa équivaut simplement, pour les fonctions à deux

variîihles, à 1 Introduisons encore la notation symbolique

en sorte que

On tire de la dernière équation

(I) Qij= (- O'A'.Go, 0,;,., = (- lyA'oB,,

qui s'appliquent à toutes les valeurs de/, y compris / = o.

Les e,- étant ainsi connus, l'équation [a) fournit Uj, U3, U,, ...

au moyen des deux fonctions Uo, U, qui restent arbitraires; et de

même l'équation {b) fournit tous les V, au moyen de deux nouvelles

fonctions arbitraires ¥„, V,. H vient ainsi

;")

(m;

U^,, = (.-.y[A^U.-u/(2;t+i):^],

V=/ =(-iy[A^V„-/(./t+,)î^],

V,,.,..(-,y[A(,V,+/(2/t-^i)^}

applicables aussi à toutes les valeurs de j, y compris j = o.

L'équation (d) fournira ensuite tous lesW,, exceptéW^, au moyen

des U,-, V,-, 0/, c'est-à-dire nu mojen des six fonctions arbitraires 0„,

0i, Ufl, U,, Vo, V, et de leurs dérivées. Il vient

;iv,

w
(
W^_, = (-,yJA-'(^ + f^)-l-[/(2/t4-.)-2/t-a]A7'0„

:(-.yJA-'(^+^)+[/(2/t+.)-2/l-- a]A-'0.

Ces nouvelles équations ne s'appliquent que pour / ;= i, 2, 3, ..
;

potn-y = o, elles n'ont pas de sens.

Nous connaissons maintenant toutes les fonctions 0,, U,, V,, W,,
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sauf celle W^; mais il nous reste à satisfaire à l'équation (c). Si l'on

y porte toutes les expressions que nous venons de trouver, on recon-

naît qu'elle est satisfaite d'elle-même pour toutes les valeurs de /,

sauf pour / = o; et pour cette dernière valeur elle devient

AoWo-f-W„-H(2^-Hi)f), = o,

ou, en remplaratit Wj par sa valeur (TV),

(V) AjWo= ^ + — -(2>l--h2)e,,

qui sert à définir W„.

Cette distinction, qui s'établit ainsi dès le début entre la fonc-

tion W„ et toutes les autres, mérite d'être remarquée; il était assez

naturel de s'attendre, d';iprès la forme des équations de l'élasticité, à

ce que les fonctions iudélerminées U,, V,, W, s'expriment au moyen
de six fonctions arbitraires. Il se trouve qu'elles s'expriment au

uioyen de six pareilles fonctions Sg, (),, Uq, U,, Vo, V,, et au moven
d'une se|itiéme fonction W,,, qui n'est pas entièrement arbitraire,

mais qui est définie par uTie équation à dérivées partielles du .secoud

ordre et renferme, par suite, des arbitraires. Cette fonction Wocst pré-

cisément celle qui, dans les plaques, donne la flexion du plan moyen;

elle est la seule inconnue du problème des plaques dans les théories

que nous avons exposées et, dans une théorie plus complète, elle res-

tera toujours l'inconnue principale; on comprend donc que celte

particularité que nous signalons ici et qui mérite d'être remarquée

même au point de vue analytique, en ce qu'elle dénote une fois de

plus la difficulté de connaître à l'avance le nombre et la nature

des arbitraires qui s'introduisent dans les intégrales, même les plus

particulières, des équations aux dérivées partielles d'ordre su|)érieur,

aura ime grande importance dans l'étude des plaques.

Si l'on porte ces valeurs des IJ,, V,, W,-, e», dans les expressions (2)

des forces élastiques et qu'on pose, pour abréger,

iN.^^N-^, N.^^isr^, N,=5;Nr>^;

'

T.^^-rrh T,=:^ï;i, T3=^Tr'^,

on aura, en faisant les réductions convenables, pour toutes les valeurs

W
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dey autres que / = o,

(l) I
'

'^^' '^^"
*

(2)1 '

''^

. ()= a'/-
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J.es équations qui donnent les N,'', IS2', N3' el les T^' sont encore

applicables pour y = o. Celles qui donnent lesTJ etT.^' n'ont plus

de sens, et l'on trouve

(™,
ir=K(-..v,),

(t;- = k(^..,u,).

Cela posé, pour que les séries qui fournissent les expressions des

déplacements se limitent, il faut et il suffit, en vertu de (I), (II), (III],

n étant un nombre entier, que les six fonctions arbitraires So, 0,, Uo,

Ui ) V„, V, satisfassent aux six équations à différences partielles

d'ordre 2n

(5)
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grandeur quelconque, étant pris pour plan des xy^ ce qui donne, en

vertu des expressions (4), les six équations

yT;'4±yTr-^ = o.

^ ' 2yî iij ' (ay-H i)!

Soit

y N;'-4 = o
, y N:^-' -^ = o,

Zj ' 2y ! ^ ^ 2y -T- I !
'

; /

^ ' ay! ' ^ ' 2y 4- I !
'

yTy4 = o, yTr-i:^ = o.
^

Zj 2y ! Zj 2y h- I !

Remplaçant les N''' et les T'" par leurs valeurs (VI), il vient, en dési-

gnant par \ ou \ des sommes relatives aux valeurs entières de /,

suivant qu'elles comprennent ou non la valeur y = o,

(I(-'y![-^-/(=^-':]^^^o-A^S-.|^);ii=o,

(6) +—-^" ^+AUdx ()

]^(-iyj-2[. + A-/(2/t + i)]

dx 2^0j2y-l!

dy

()A'
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5;(-,yl[.-*-/>'^0lA',«,-i'.(S-Hf)
j 9y -+- I !

^^-^u.+^(-.y(!-.[,-.^-/(.^-»-0]i^
f/x

(6ià).

;_, /du, dV,^

\ I

/du, dV,\ \

Ces équations, en vertu de (5), (5 bis), (5 ter), comprennent un

nombre limité de termes, et sont aux différences partielles d'ordre zn

an plus.

Ainsi, pour que toutes les séries se limitent et qu'en même temps

les conditions à la surface relatives aux deux bases du cylindre soient

remplies, il faut et il suffit que les sept fonctions ft„, e, ; U,, U, ; Vg,

V,; Wq satisfassent simultanément aux treize équations à différences

partielles (V), (5), (5 bis), (6), {6 bis), dont deux d'ordre zn ou

d'ordre moindre, et imo du second ordre.

Clierchons donc les condition-; pour que ces treize équations puis-

sent avoir une solution commune.

On voit de suite qu'elles se dédoublent et que les trois fonctions

Oe, U„, \„ doivent satisfaire simultanément aux six équations (5) et (6)

et les quatre fonctions Pi,, U,, V,, W„ aux sept équations (V;, (5 bis)

et (6 bis). Occupons-nous d'abord des premières.

Ajoutons les deux dernières (6) après les avoir différenciées par

rapport à a: et à ^, en observant que

Jnarn. de Math. (3' série), tnmi' \\\. — JiULri 1877. 3i
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Prenons mainfeuant [n — 2' fois de suite les 1., de cette équation,

en observant que

à cause des deux équations

A I : _!_

Or
{c) A,0. = 0. Al + )^o,

l'équation obtenue se réduira au seul terme répondant à y = i , et di-

visé par i\ elle deviendra

t AT' H„ -1- A":' (^ + ^ ] = o
/''II, âv,\

Prenons maintenant (« — i) fois de suite les Ao de la première (6),

elle se réduira de même à son premier terme, celui qui correspond à

j ---z o, et donnera

,
/(lu. 'WA

(i-^A)Ar^-Ar(^-.^) = o.

Les deux dernières équations, linéaires et homogènes par rapport

. , „_, .„_, /du, r?V„\ . .
,

aux quantités A, Gp, A. ( -r—i

—

t-\ et ayant necessan-ement leur

déterminant différent de zéro, donnent

\ ©0=0, A, (-^-4-^] =0.

Observons d'ailleurs que, pour déduire ce dernier résultat des équa-

tions (6), nous nous sommes appuyé uniquement sur les deux relations

(e). Ainsi, dece que ces relations (e) sont satisfaites pourl'entier/i, nous

en déduisons qu'elles le sont nécessairement pour ri — i ; de là nous

déduisons de même qu'elles le sont pour n - 2, et ainsi de suite jusqu'à

n T^ 1

.

Ainsi, pour que les six équations à différences partielles (5) et (6)

puissent être compatibles, il est nécessaire que l'on ait

(e') A,0» = o, A, ( -^ -,- ^] = o.
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Mais alors la première (e) est satisfaite d'elle-nièine, la première (6)

se réduit à son premier terme et donne entre les deux fonctions '-'„ et

()U„ f)y,
, , . „ .——!- —- la relation linie

Oj; Of

en sorte que la dernière (e') est une conséquence de la première. Km

résumé, les équations (5) et (6) se réduisent à

A 2 Wp '- o, ^\ H„ = o , A" V„

de.

,(-'y^>v„-^,=.{3A-4->

Maintenant, je dis que ces équations sont incompatibles si n est su-

périeur à 2. En effet, si n est supérieur à a et qu'on prenne n — 2 fois

les A., des deux dernières équations, les seconds membres disparaî-

tront en vertu de l'équation

A,%^11%^. o;

et les premiers se réduisent à leurs premiers termes et deviennent

A"-'\]„.= o, A7'V<,=ro.

Ainsi, si n > 2, de ce que les A" de ces deux fonctions sont nulles,

on déduit que les A""' le sont également; de même, si /i — i
" 2, on

conclura que les A"""' le sont, et ainsi de suite, en sorte qu'd faut

nécessairement que les A^ le soient, c'est-à-dire que dans les équations

ci-dessus on ail n =^ 2,
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Alors elles deviennent

A^ 00 =0, A5Uo = o, A;Vo=o,

àx

(VIII)
j

(3^-4- i)~° + AaJo = o,

(3A-+i)^'-hA,V„ = o.

Maintenant il n'est pas difficile de voir que les trois premières sont

des conséquences des trois dernières, en sorte que ce sont celles-ci

qui fournissent les valeurs les plus générales possibles des trois fonc-

tions U^, V„, 0„, satisfaisant aux conditions voulues et toutes les solu-

tions de ce sj'stème de trois équations y satisfont; on pourrait le véri-

fier directement, comme nous le ferons pour les équations analogues,

mais un peu plus compliquées (IX), de la page 248.

Passons maintenant aux sept équations (V), (5 bis) et (6 bis) qui

doivent être satisfaites simultanément par les quatre fonctions W», 0,,

u,,v,.

En ajoutant les deux dernières (6 bis) différenciées par rapport à x
et 'dj-et ayant égard à (V) qui permet d'éliminer la fonction W„ du

résultat, il vient, toutes réductions faites,

àV, dV, ,, V „ V / \i

xj-[.+A-/(2/^,)]A:0.+Al(§ + '|i)jiJ,=o.

Cette équation peut s'écrire plus simplement

Si l'on prend n — 1 fois de suite les Ao; elle se réduit, à cause de

.n /àV, dV,\
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à

(g) _(i+x-)a; •0,^-A: ' (^— H^j-o.

Si l'on faisait !a même opération sur la première (6 bis), on obtien-

drait la même équation.

Prenons n — 2 fois de suite les Ao de l'avant-dernière, elle se réduira

à ses deux premiers termes

Faisons la même opération sur la première (6 bis)^ il viendra, eu

divisant par £,

Ajoutant membre à membre, et supprimant le facteur

, ,„-, _ ,„_, /t)U, c)V,

Cette équation, combinée avec celle (^'), donne

.„-, /'-)U, ()V,\

^^ '•' = «' -^^ ijr+d[7j^°-

Ainsi, de ce que les A" de ces deux fonctions sont nulles, nous en

déduisons que les A'j^' jouissent de la même [)ropriétéj d'où nous

concluons, connue nous l'avons fait plus haut pour les fonctions t), et

du, dV,

ax ùy

1 ,
/du, ()V,\

Par suite, la première (6 bis) se réduit à

du, dV, ,, .

qui rend inutile l'une des deux précédentes, par exemple, la seconde.
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Ainsi, les six équations (5 bis) et (G bis) se réduisent à

AaOi ~ o, Aj U, = o, A'JV, — o,

-r--f- ^- = (i -f- A- w,,

,-^-h U, -(3A- + I -—-^ -i- > - i^A', U,-- = o,

auxquelles il faut adjoindre celle qui définit W^,

du, dV,

dx dy

dj; ûy

. „, du, dV, , , ,

^^Wo =--^ + ^ - (2A- + 2)h,,

, , , . , du, dV,
OU encore, a cause de la relation entre h, et -^—

h

A2W„ 4- (i -4- A')0, = o.

De ces équations on tire d'abord une conséquence importante; à

cause de A^ô, = o, la dernière donne

.OTxr '^Wo d'AV, d'W«A;Wo=o ou —— + 2
, , , ,

+ ~^-r — o.

C'est précisément, en faisant abstraction des forces telles que la pesan-

teur, l'équation trouvée par Lagrange et tousses successeurs dans le cas

des plaques minces. Mais ici celte équation a un caractère tout autre,

puisqu'elle est rigoureuse et non approchée et qu'elles'applique, quelles

que soient la forme et les dimensions du corps cylindrique que l'on

considère, à toute solution des équations de l'élasticité jouissant de la

propriété d'être algébrique et entière relativement à la coordonnée pa-

rallèle aux génératrices du cylindre, et satisfaisant on outre à la

condition que les pressions soient nulles sur ses deux bases.

Je dis maintenant que les sept équations (V) ne peuvent être compa-

tibles si n est supérieur à 3. En effet, supposons n > 3 et prenons les

A"'"' de la cinquième et de la sixième: tous les termes des sommes >
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clisparaitronf en vertu de A" U, = o, A". X, = o; les termes contenant

la fonction A, disparaîtront également, puisque A^e, = o, et par suite

de, ^,_, ()0,

termes contenant W, disparaissent de même, puisque A? W, est nui,

et par suite A^^'Wo, ?i — i étant, par hypolLièse, > 2.

Il restera donc

A"-'U, = o, a;"'v, = o.

Ainsi, tant que le nombre n est supposé ^ 3, de ce que les A", des

deux fonctions U, et V, sont nuls, ou conclut que leurs A'j ' le sont;

donc il faut que leurs A^ le soient, c'est-à-dire que les équations que

nous étudions exigent, comme condition de compatibilité, que 71 soit

au plus 3; pour 7z = 3 elles deviennent

A,w, = o, A^U, ^- o, ll\, = o.

^ ^ U. - (3/t + f ^- ^ - A, U, '- 4- A=U. 4 = 0,

-i H V, — (3A- H- I - — — A,V, - -i-A^^ — = O,
ajr ' 7. ôr 1 - 34

^2W„-f-(t4-^)e, = 0.

Mais, en prenant deux fois de suite les A^ de la cinquième et de la

sixième, on obtient

A'^U, = o, A]V, --0,

qui entraînent la seconde et la troisième et permettent de supprimer

les derniers termes de la cinquième et de la sixième.

Reprenant une fois les A, de celles-ci, et observant que

r)Wj _ '1.N..AV,

- dy ~ dy
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on, en vertu de la dernière des sept,

il vient

-(i +^)^ + AoU, = o,

Par suite, les sept équations à satisfaire pourront s'écrire

A20, = o, A;U, =ro, A^V, =o;

du, dV, 1 ,,

^ + U.-(2A- + i)s=^'=o,

-^i r V, — (2A: -f- I )
£- -r- = O,

ÔY ' ^ • dr

A.Wo + fi + A)0, = 0.

(IX)

Mais je dis maintenant que les quatre dernières entraînent les trois

premières, qu'on pourra, par suite, supprimer. Soit, en effet, 0,, U,,

Vj, Wj une solution quelconque des quatre équations (IX).

Ajoutons la seconde et la troisième respectivement dilférentiées par

rapport à a: et à j, en ayant égard à la première et à la dernière, on

voit qu'il viendra simplement

— [-ik + Tj^-AoO, = o ou AjO, =0,

c'est-à-dire que la première des trois équations surabondantes est vé-

rifiée. Par suite, la dernière (IX) donne A^W,,, et de là résulte que, si

l'on prend deux fois de suite les A, de la seconde et de la troisième

(IX), on trouve la seconde et la troisième des deux équations surabon-

dantes.
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Ainsi les quatre fonctions H,, U,, V,, W„ les pins générales possible,

susceptibles de satisfaire aux conditions posées, sont les intégrales gé-

nérales des quatre équations f IX), et réciproquement fonte solution de

ces quatre équations (IX) satisfait aux conditions voulues.

En résumé : i" les sept fonctions <-»„, Uo, V„; e,, U,, V,; Wo doivent

satisfaire aux sept équations à différences partielles (VIII) et (IX);

2° (le ces équations résulte que les An des deux fonctions 0„, 0, sont

nulles et que les \l des cinq autres fonctions sont nulles; par suite,

les formules (II), (III) et (TV) montrent que, poury> i, Uoy, Usy^., ;

Vs/, Vo/v, ; W^y-i, Woy sont nulles et que les fonctions (-ijy, <-Kj+, le sont

|)0ury différent de zéro.

Donc les expressions des composantes u, v, np-du déplacement et de

la dilatation cubique se réduisent nécessairement à

u — Uo -1- U, z + U, U.,

i;== V„ -f-V,c.+ V, ^ + ^»
i'

C-) — 9„ -^~ (-),;..

ou, par les foruuiles (II), (III), (IV), (V), et en ayant égard à (VIII)

et (IX), à

(X)

5 =«„ -

\ Ox / + I Ox j

, ô@, z' (3f.--{-i) dà, W, z'
~\~ A." —7— —

-f- -,

;
;t 5

OX 3. A -H I (Jx O

'.A- -ht) , ()A,W,\

X+i Oj

, ()&, z» (3/-f-2) ()i,W. 2'

+ "~î 1
'1—

;

—î

7:'
Ox 2 A -1- 1 Ot b
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Il en résulte pour les forces élastiques, soit directement au moyen

des formules (2), soit au moyen des formules (4) et (VI),

(XI)
<:

ï = ^[^4- ()V

Telles sont les expressions algébriques, relativement à s, les plus gé-

nérales possible, susceptibles de représenter les déplacements et les

forces élastiques dans un cylindre, sur les bases duquel n'agissent pas

de pressions. Il résulte des trois dernières formules que la pression

normale sur tout élément plan parallèle aux bases est nécessairement

nulle, et la pression totale sur de tels éléments est nécessairement une

fonction du second degré pra* rapport à z.

Si l'on suppose, en particulier, A^W^ = const., on aura en tous les

points du cylindre

]N3 = o, T, = o, T2=o.

Ce cas particulier a été étudié directement par Clebscli.

Voyons maintenant quelles pressions doivent être exercées sur la

surface latérale du cylindre pour que la solution fournie par les équa-

tions (VIII;, (IX), (X), (XI) satisfasse aux conditions à remplir le

lonçr de cette surface.
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Soient X, Y, Z trois fondions données de x,j, z, représentant les

composantes parallèlement aux axes de la pression exercée au point

{x,j',z) de la surface latérale; soit a l'angle de la normale à colle

surface avec l'axe des x ; ou devra avoir, en tous les points de cette

surface,

[
N, cosa -f- T3 sin« := X,

(8) ) T3 cosa-l- Njsina = Y,

( T., cosa -h T, sine. = Z.

Comme les fonctions N,, No et T, sont du troisième degré en z, on

voit qu'il faudra qu'il en soit de même des fonctions X et Y; d'autre

part, les deux fonctions T^ et T, contenant le facteur (é^ — z^), il

devra en être de même de celle de Z. Ainsi il est d'abord nécessaire

que les trois fondions données X, Y, Z soient de la forme

X = x;+X'.:. + X',i+X'3i,

(9: Y^Y^ + Y'.cH-Y'.l+Y^J,

Mais on comprend que cela ne suffise pas et que les fonctions X'„,

X', , ... ne doivent pas pouvoir être toutes données arbilrairemeul ;

et, en effet, les fonctions X, Y, Z ayant la forme {9), pour que les

conditions à la surface (8) soient satisfaites, on devra avoir sépa-

rément, à cause de (XI) :

,„ 0V„\ /f)U„ rJV„^ . X',
A0„ + -— cosa + -

—

I- -T- s«»a = —-'
àx J \ i)j 0.r

J 3 1\.

(10)

l ()'0„ <pe., . X,

I
()>:' ()xOy :>lt/-

1 [-, (- -j- cosa H- A-H„ -1- -—- sui a = --••

,

l \ôy ôj: j \ ôy j 2K

<)'0o d'0, . Y'
\ -.—p cosa -\ ;— SUia = —rr-r»
i
OxOy Oj' alvX
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,/ + .

A,W„
à'W,

dx'
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dx'

/d-AV„ 2/^+1 ,()=A,W„\ . — X
\dxd^ A -hi Oxdj- ! 2K.

cosa -t- —-—;— suiez —
dx' dxdy

s^dxdy k -T-

1

d.rOy

2K ( 3 /

cos«

2/-f-l „()'A,W„\ .

X + I
"

()

Y' / -h 1 1

-Y',

2K

—i—^— COSK H -^—— SlilC. ^ „ ,„
,

ri
O.r0f ÔJ' 2K ( 3 / + 2

)

r COSa -I ^ SH1«
— Z', X + t)

K I 2 / + Il

Ainsi il faut : \° que les trois fonctions U„, V„, 0o satisfassent eu

tous les points d'une section droite du cylindre aux trois équations

à différences partielles (VllI) et sur le périmètre de la section aux

quatre conditions (lo); 2° que la fonction Wj satisfasse, en tous les

points de la section du cylindre, à l'équation aux différences partielles

du quatrième ordre
A^W„r.:0,

et aux cinq conditions sur le pourtour (i i)-

Cherchons, d'après cela, combien, parmi les fonctions données X'„,

X,, .... peuvent l'être arbitrairement.

Les équations (VIII) sont de mêuie forme que celles que l'on obtient

en étudiant le problème du plan élastique, sur le périmètre duquel

n'agiraient que des forces situées dans le plan lui-même, de sorte qu'en

se déphiçant il conserverait sa forme plane. Les conditions au pourtour

seraient la première et la troisième f lo), où X'^,, Y'^ seraient les fonc-

tions arbitrairement données; or on sait que le problème est déter-

miné par ces conditions, c'est-à-dire que les deux fonctions Uq, Vo

sont déterminées aux constantes près qui définissent la position de la

figure plane considérée, et la fonction Q^ est entièrement déterminée.

De là résulte: i^queles fonctions X'^tY',, peuventêtre donnéesarbilrai-



SUR LA THÉORIE DES PLAQCES ÉLASTIQUES PLANES. >.5'5

lemeiit, 2° mais qu'alors les deuxfonctions X'„, Y', sont entièrement de-

terminées.

Pour la fonclioii W^,, elle satisfait à

AoAoWo = o.

Or, il résulte d'un théorème connu, qu'une fonction AoWo assujettie

à satisfaire à cette équation et à la dernière condition (11) est déter-

minée à une constante près; en sorte qu'en satisfaisant à cette condi-

tion où Z„ est arbitrairement donné, on trouvera

(12) A,W„=/(x,j) + C,

y étant une fonction parfaitement déterminée et C une constante arbi-

traire. Il résulte de là que les dérivées de Aj Wo sont entièrement dé-

terminées et, par suite, en vertu de la seconde et de l'avant-der-

niere (i ij, les fonctions X'3 Y\ le sont aussi.

Reste à satisfaire à la première et à la troisième (11), qui peuvent

s'écrire, en ayant égard à la seconde et à la quatrième,

-X',
-^^ + '"'

dWA c),W, .
' 3X-

-, A, \\ H—r— cosa -t- -;—p suia =
2K

A, W„ -i
—- I SU] acosa

OU, en portant d;ms ces équations la valeur trouvée pour A. W„.

-T—- cosa + ^—p SU)

a

ôx^ ax Oy

(.3)
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On peut déterminer la fonction W» de façon qu'elle satisfasse à

l'équation (12) et à la première des conditions (i3) où X', est donné

arbitrairement.

Si l'on pose, en effet,

la fonction W', devra satisfaire à l'équation

et à la condition suivante, qui remplace la première (i 3):

,

° cos a -+- -—r sHi « = M

,

M étant la somme des deux premiers termes du second membre de la

première (i3).

En posant

la fonction S devra satisfaire à

— s,

et

UJC

-r- cosK H—- snia = .M,
UJC Oy

et sera, par suite, définie à une constante près, c'est-à-dire qu'elle sera

de la forme
S = s„ + c,

Sq étant une fonction entièrement déterminée, telle que

(i5) ^2S„ = ^,.

Ainsi

So -h c.
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d'où

W; = Hs dx + Cx + © '/)

,

!t(j) étant une foiictiou arbitraire. De là on déduit, en ayant égard

à (.5),

-^2^^'o=/(-3^,;".-^ j^'

et, à cause de (i4),

')'^ C C r' ,„ „„ .,„
-T-; = -, ' c; = -; 1-Lx4-C y ~\- L ,ay^ A -+- I

' / -T- I 2

C, C, C" étant trois constantes arbitraires. Ainsi

Jf"-^
C v'

Sodx 4-
,

"

—

I- Cx -i- C" r -T- C"
o X-HI 2

et

W., So a.r -h ' h C J? -i- C ) -H C ,X+l 2 ^

et est déterminé à quatre constantes près.

Si l'on porte cette exjjression dans la seconde i3), elle devra être

satisfaite d'elle-même; la constante C figurera seule dans le résultat;

et comme la fonction Y'g est entièrement déterminée, comme nous

l'avons vu plus haut, il s'ensuit que la fonction Y', l'est elle-méuie à

la constante C près.

Ainsi, en résumé, sur les dix fonctions de .r et de >• qui entrent

dans les expressions (9) des composantes X, Y, Z de la pression sur

la surface latérale, on peut s'en donner quatre seulement arbitraire-

ment, à savoir: X'^, Y'„, Z'„; X'^ [ou Y',, comme on le comprend facile-

ment, puisque nous aurions pu satisfaire directement à la seconde (r3)

au lieu de satisfaire à la prea)ière], et alors toutes les autres sont dé-

terminées ou entièrement ou à une constante près.

De là résulte qu'on ne pourra pas se donner arbitrairement la résul-

tante de translation et le couple résultant des pressions agissant le long

de chacune des génératrices de la surface latérale du cylindre; car se

donner la résultante de translation ou ses trois composantes équivau-

drait à se donner arbitrairement trois relations en termes finis entre
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les ciix fonctions X'y, X', , . ..; se donner l'axe du couple résultant ou ses

deux composantes suivant les axes des x et des r (celle suivant l'axe

des z est évidemment nulle), ce serait se donner deux autres relations,

soit en tout cinq relations arbitraires, tandis qu'on ne peut s'en donner

que quatre. De là résulte ce théorème, qui non-seulement rend tres-net-

tement compte des impossibilités qu'on a rencontrées dans le problème

des plaques, mais montre, ce qui est important, que ces impossibilités

ne tiennent pas à ce qu'on n'a pas poussé assez loin les calcids d'ap-

|)roximation, qu'on les eût rencontrées si loin qu'on les poussât :

Etant donnes la résultante de translation et le couple résultant

d'un système de pressions exercées aux dii'ers points de chacune des

génératrices de la surface latérale d'un corps cylindrique^ sur la masse

et sur les deux bases duquel n'agissent pas deforces, il est, en général,

impossible de trouver un mode de répartition de ces pressions tel, que

les déplacements et les forces élastiques aux divers points du corps

soient exprimables algébriquement par rapport à l'une de leurs coor-

données.

Pour que ce soit possible, il fout qu'entre les composantes de la résul-

tante de translation et celles de l'axe du couple résultaTit sur chaque

génératrice il existe une certaine relation.

On peut énoncer ce théorème encore d'une autre manière. Soient,

après la déformation, x\ j', z' les coordonnées du point dont les coor-

données primitives étaient x, j-, z, de telle sorte que si

u = ux,j,z), i'=v[jc,)-,z;, w=\v{x,jr,z)

sont les composantes du déplacement, on ait

x' =^ X -}- u ,r, 7', z :,

f=J-^-i'{x,J,Z\

z'= z +w{x,j,z).

Pour avoir les équations de la courbe dans laquelle se transforme

une droite a.=jro,j>' = 7o primitivement parallèle à l'axe des z ou aux

génératrices du cylindre, on devra éliminer z entre les trois équations

x' = x^-\-u{x^,j-^,z), j'^yo+ v{x^,jr,,z), z' = r. + u'(jfo./„.z)
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OU, à cause de la dernière, les deux premières deviennent

jc'—jCo-i-u {Xa,ro,z' — w},

r'—To +-"',•3^0, JoîZ'— tv).

Et, comme w est extrêmement petit, on peut le négliger devant la

quantité finie z' et écrire

qui représentent les projections de la courbe cherchée sur les plans des

xz et ilesjjz.

Si donc u et i' sont des fonctions algébriques de degré n, ces pro-

jections sont de forme parabolique.

Ainsi on peut encore énoncer ainsi le théorème précédent :

Si l'on se donne arbitrairement la résultante de translation et le

couple résultant des pressions exercées aux divers points de cliacune

des génératrices de la surface latérale d'un corps cylindrique sur la

masse et les hases duquel n'agissent pas deJorces, il est en général

impossible de répartir ces pressions dejaçon que les droites matérielles

parallèles aux génératrices du cylindre se transforment en courbes

paraboliques, si élevé qu'on suppose le degré de ces courbes.

Pour que cela soit possible, il faut qu'entre celle résultante de trans-

lation et ce couple ré>ultant il existe une relation qui soit identi-

quement satisfaite sin- chaque génératrice.

Enfin, si cette relation est satisfaite, les expressions de .r', ;' seront

au plus du troisième degré ou :', comme le montrent les équations (X),

de sorte qu'on peut encore ajouter cette auirc et importante proposi-

tion :

Quelles que soient les pressions exercées sur la surface latérale d'un

cylindre élastique sur la masse entière et sur les bases duquel n'agissent

pas de forces, il est toujours impossible qu'une droite matérielle pa-

rallèle aux génératrices du cylindre se trattsjorme, par la déformation

élastique, en une courbe algébrique d'un degré supérieur au troisième.

Journ. de Math, {i' série), tome III. — AoiT iS;;. •JJ
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III.

Snr un nouveau cas particulier du problème de Véquilibte

d'un cylindre élastique.

Il résulte de ce qui précède que, si l'on veut se donner arbitrai-

rement la résultante de translation et le couple résultant des pres-

sions exercées sur chacune des génératrices du cylindre et trouver

ensuite un mode de répariition de ces pressions pour lequel le pro-

blème de l'équilibre élastique soit rigoureusement résolu, il est néces-

saire, à la solution particulière qui précède, d'en ajouter une autre; et

nous sommes assuré que cette nouvelle solution ne pourra pas être

algébrique par rapport à z.

Soit F une fonction de x. y, z, remplissant les deux conditions sui-

vantes :
1° de satisfaire en tous les points du corps cylindrique con-

sidéré à l'équation

, „ d-'T d'F d'V

Ox' (7>= dz^

1° De satisfaire sur les deux bases, soit pour z=z±i,a l'équation

dF
(.6

dz

Il existe une infinité de fonctions remplissant cette double condi-

tion ; car, pour que b fonction F fût déterminée, il faudrait encore se

donner, comme on le montre dans la théorie de la chaleur, l'expres-

()F
sion de F ou de -r-sur la surface latérale [n désignant la normale en

On

un point de cette surface).

Posons

(17) '^^d^' "^'d.r^' '''="''' ^ = °-

On vérifiera de suite que les quatre équations à différences par-

tielles (i), qui régissent les quatre fonctions «, v, w, 5, sont satisfaites.
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Les expressions correspondantes des forces élastiques sont, en vertu

des équations 2),

(.8)
OiOy - OxOy \ay Oj'

/

Nj =: o, T — — ~—^, T2= (--p-T""

Par suite, en vertu de (16), les pressions sur les deux bases sont

nulles. Donc les expressions (18) constituent une nouvelle solution

qui, comme la solution algébrique, satisfait aux conditionssur les bases;

en ajoutant ces deux solutions, on obtiendra une nouvelle solution,

satisfaisant elle-même aux conditions sur les bases et renfermant les

arbitraires nécessaires pour que l'on puisse prendre arbitrairement la

résultante de translation, et le couple résultant des pressions appli-

quées sur chaque génératrice. Elle contient même plus d'arbitraires

qu'il n'est nécessaire et l'on peut, comme on le verra facilement, par-

ticulariser la fonction F d'une infinité de manières. Parmi les formes

(ju'on peut lui attribuer, prenons celle-ci

Z étant inie fonction des deux seules variables a: et jr satisfaisant à

l'équation

(lO' A.,C — 7-1Ç — o ou -r^ -i- ,-; — 7-:C = o.

Ce qui donnera AoF = o; d'ailleurs, la condition sur les bases est rem-

plie d'elle-même, comme le montrent les trois dernières (18). Ainsi on

peut prendre pour Ç toute solution de l'équation à différences partielles

ci-dessus.

Si l'on ajoute les expressions (17) et (18 des déplacements et des

forces élastiques, après y avoir remplacé F par sa valeur ic)), à celles

fournies par les équations (X) et (XI), et qu'on pose, pour simplifier

a = II' -h u", V — v'-\-v", u' = ïv'-i- n'", !/ = 5' -^- 5",

N,-=- n; + n: , T,= r, + t:
, (/ = 1, 2, 3),

33..



il viendra

(XII)

dx 2 "
ùy 2

T'..

dU„

dx

2R(X-0„+^°

5'=0„,

ÔX^ 2

N'3 = T', =r, = o;

c)-0„ z»

?)

dW,



SUR LA THÉORIE DES PLAQUES ÉLASTIQUES PLANES. 26 1

Sur la surface latérale, on aurait, en général,

/ N, cosa -+- T, sin a = X,

(20) i T3 cosa -+- Njsina = Y,

s Ta ces « t- T, sin a =: Z ,

X, Y, Z étant des fonctions données. Pour que le problème puisse être

résolu rigoureusement, il faut d'abord que X, Y, Z soient de la forme

des seconds membres de (9), complétés par trois termes de la forme

X'„sin — > Y' sin -^, Z', cos—
-,
et alors, en répétant la discussion de la

fin du § I, on verrait qu'on pourrait prendre ici arbitrairement cinq

des douze fonctions X,-, Y,-, Z, des deux variables jc, y entrant dans

les expressions de X, ^, Z, à savoir : quatre de celles qui forment les

seconds membres de (9) et l'une de celles X'„, Y',„ Z'„; on pourra, par

suite, élant donnés arbitrairement la résultante de translation et le

couple résultant des forces extérieures agissant sur chacune des

génératrices du cylindre, trouver un mode de répartition de cesjorces

pour lequel le problème de l'équilibre élastique sera rigoureusement

résolu par lesJornmles (Xll) et (XIII).

Pour trouver les conditions à la surface qui régissent la résultantr

de translation et le couple résultant, désignons par Xo, Y„, Z,, les

projections sur les axes de la résultante de ces forces, et par X,, Y, la

somme de leurs moments par rapport à deux axes parallèles aux x et

aux ^ menés par un point de la génératrice que l'on considère, en

sorte que

(XIV)

Xdz, Y„=j_ Ydz, Z„=j Zdz,

X,=- f^'Yzdz, Y,=: f^'Xzdz.

Les deux premières (20), multipliées par dz et intégrées entre —
s.

et + £, donnent, en remplaçant les N, et T, par leurs valeurs (XII)
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et (Xlin

(XIV]

sina 2^
2K'

y„
_

7K'

puis la îroisième (20), nuillipliée par dz el les deux premières, nuil-

tipliées par zdz et intégrées, douueiit

r2(2X+i) , dA,\V„ r)i:-| TafaX-i-i) , <)A,W, f)?"! . — Z,

— -7 A.Wo + —— '- —rV^ -^ + •

—

cosa

,„.,J r t)=W. 2 6= itX- ^-8 ci'A,AV„ s^ /d'i; f)=i;\ 4£^-l . Y,
(XV \ ^ — -K-^ f- T—

i

g ^- T^ - T^ . h'"« =-F'
^ M |_ di'O/ o « 4- 1 oxdy 10 \t)>'" <J^-/ tt' J 2K.

r ()'AV„ 2;' I7/- + 8 d-A,.W„ t-
^

Id-Z d'à 4;n

[ dxd)" 3 /+l ùx t)y i5 \t>_)' f}i-/ 7!- J
cosa

V l k ^ ^,, t)'W„\ 2£' 17X+8 C)-A,W„ 2E' d'Ç BeH .
— X,

L \/-l-i ùy" j o X i- I Oy' i5 dxdy Ti' } aïs.

En résumé, le pi'oblème à résoudre consiste :
1° à déterminer les

trois fonctions Uq, V^, h,, de façon à satisfaire, en tous les points d'une

section droite du cylindre, aux équations à différences partielles (VIII),

et, sur le pourtour, aux deux conditions (XIV); 2° à déterminer les

deux fonctions Wo et Ç; de manière que la première satisfasse, dans

toute l'étendue de la section droite, à l'équation du quatrième ordre

A;Wo =^ o et la seconde à l'équation du deuxième ordre (19), et que,

sur le pourtour, elles satisfassent aux trois conditions (XV).

On voit que le problème se sépare en deux; la recherche des trois

fondions U,, ¥„, ©o et celle des deux fonctions y\\ et Ç constituent

deux questions absolument indépendantes.

Si la résidianle de translation des forces agissant sur l'une quel-



SUR LA THÉORIE DES PLAQUES ÉLASTIQUES PLANES. 263

conque des génératrices de la surface latérale est dirigée suivant cette

génératrice elle-même, c'est-à-dire si X„ = o, Yq == O' o" ^^^^ qu'on

satisfait à toutes les conditions que doivent remplir les fonctions L „,

Vo, 00 en faisant L\ = o, Vq = o, % =^ o, et, comme le problème de

la recherche de ces fonctions est déterminé, il s'ensuit qu'elles sont

effectivement nulles.

IV.

^application des résultats qui précèdent aux plaques minces.

Appliquons maintenant les résultats rigoureux qui précédent aux

|)laques minces, c'est-à-dire au cas où la hauteur 2 h du cylindre con-

sidéré, et, par suite, la coordoiuiée z, deviennent extrêmement

petites.

I,es formules (XII) deviennent, en négligeant les quantités de

l'or Ire de z^ ou c* devant celles ne contenant pas ces lettres,

m' = Uo, i'' — Vu, \v— — kB„z, 5' = 60,

n; = 2 K (a- 0„ + -^' ) . N', = 2K (a «o + ^•) '

D'ailleurs, les fonctions Uo, Vo, «o doivent satisfaire aux équa-

tions (Vlir qui ne changent pas et aux conditions à la surface (XIV)

qui se simplifient et deviennent

Ce premier problème, consistant à chercher les trois fonctions l „,

Vo, ©0, est tout à fait de même nature que celui du plan élaslique.

Les formules (Xlli) donnent, en négligeant les termes de l'ordre
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de z' ou £' devant ceux du premier ordre en z ou £,

dWo t)?

:23^

2^



SUR LA THEORIE DES PLAQUES ÉLASTIQUES PLANES.

P.'ir siiile, les condilions à la surface devieiidronl

qGj

TTi. ~ ^ —

;

ï-
I
cosa

3 A + I Oa IJ'
1 -z.

SI 11 a = —i- »

J aK

(26)

\ 2 X -f- I / û

r ()'W, 2e' /<)=ç ()'c\4£=i . G

où Zo peut être appelé ïcjjort tranchant, e le moment de flexion et Jî,

le moment de torsion.

On voit, par les expressions ;<", p, iv", qu'une ligne primitivement

droite et normale au plan moyen ne reste pas droite et normale à cette

snrftice déformée, mais se transforme en une ligne de forme sinusoïde

coupant à angle droit les deux bases déformées de la plaque. Si l'on

faisait ^= 0, on retrouverait que ces ligues restent droites et normales

à la surface moyenne.

Les équations (23) et (26) ire prennent un sens net que si l'on

connaît les grandeurs relatives des fonctions \S\ et ^. Les équations

indéfinies (24) et (aS) auxquelles elles satisfont, si elles étaient seules,

n'apprendraient rien sur leurs grandeurs respectives; car ces équa-

tions ne changent pas si l'on multiplie chacune d'elles par une con-

stante quelconque. Mais de l'équation en Ç on peut déduire des rela-

tions de grandeur entre cette fonction et ses dérivées de divers ordres.

Posons

2s , 2E ,

.r = — a . j- =z — 1 ,

Joiirn. lie Malh. (3* scric\ t«me IM. — Aoit 1877. 34
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l'équation en Ç, qui esî

se transforme en

di^ ôr ~4==' °'

Donc w est une fonction de x' et de >', c'est-à-dire de -^ et -^>
2s 2 i

ou, si Ion veut, de et de"-- De là, on conclut iiour l'une de ses dé-

rivées premières, par exemple celle relative à x,

d^~~ 1 dJ''

d^
et, comme la dérivée ^, est eu général de même ordre de grandeur

que la fonction elle-même, il s'ensuit que -rasera en général incompa-

rablement plus grand que ^; de même les dérivées secondes sont mul-

tipliées par- ? et, par suite, sont, en général, incomparablement plus

grandes encore.

Cela posé, ce sont les conditions à la surface (26) qui indiquent les

grandeurs relatives des deux fonctions Wj, et Ç.

Observons que, d'après le théorème de Poisson, c'est-à-dire si l'on

suppose les actions tangentielles développables suivant les puissances

de z, l'effort tranchant Z„ doit être de l'ordre de £- Wj.

Car l'action verticale, par unité de surface, sur un élément superticiel

pris sur le cylindre terminant la plaque, s'annule pour z^ ±z; elle

contient donc le facteur (c^ — 2-) et son intégrale prise de — e k -\- i,

c'est-à-dire Zp, doit nécessairement contenir s' en facteur.

Mais, si l'on n'admet pas a />r/or/ la possibilité du développement

dont il s'agit, il n'est plus évident ni certain que l'effort tranchant

ait ce degré de petitesse, et nous allons voir qu'il peut ne p;is l'avoir.

Examinons directement, d'après nos équations, quel doit être le

degré de grandeur de la fonction Ç. D'abord, pour£=:o, on a, en vertu de

(a5), ^ = o
;
par suite, à cause de la premièie (26), Z,, = o. Ainsi Z,,
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est au moins de l'ordre de £W„; s'il était de cet ordre, il en serait fie

même des dérivées —?— d'après la première (26); par suite, les

dérivées secondes de Ç seraient en général de l'ordre de W„, ce qui est

évidemment impossible; car, dans les deux dernières (26 , fous les

termes contenant le facteur s' deviendraient négligeables, et ces deux

équations ne pourraient plus être satisfaites en même temps que

celle (aS).

Donc la fonction Z» est au moins de l'ordre de £-Wo; remarquons

d'ailleurs que, si elle est de cet ordre, il en sera de même des dérivées

-;-) -r» à cause de la première (2G • par suite, les dérivées secondes

delà fonction Ç seront en général de l'ordre de £Wo,et, comme dans

les deux dernières 26) elles sont multipliées par £*, elles fournissent

des termes comparables à ceux en e' qui entrent déjà dans ces

équations.

Ainsi tontes les conditions du problème peuvent parfaitement élre

remplies, Z(, étant de l'ordre de £-; il n'est pas nécessaire que cette

fonction soit de l'ordre £^, comme on l'admet implicitement si on la

suppose développable suivant les puissances de r.

Si elle est de l'ordre de £", les termes en Wo peuvent, du moins

comme [)reii)ière approximation, être négligés dans la j:)remière con-

dition à la surface, ce qui sépare la reclierclie de la fonction Çde celle

delà fonction W„ et simplifie beaucoup le problème.

Les derniers termes de l'expression des déplacements u" et i'"sonl

alors aussi de l'ordre de £-; par conséquent, la forme sinusoïdale qu'af-

fectent les petites lignes primitivement normales au plan moyen ont

une flèclie e.vireniement petite et cepenclanl cette légère cotirhnre

donne lieu à un effort tranchantfort considérable. Cela lient à ce qu'il

entre dans nos expressions une fonction du rapport -• rapport fini,

(juoique s et £ soient des quantités très-petites.

Dans le cas |)articulier où Z„ serait de l'ordre de s'W'o ou d'un ordre

plus élevé ou nul (c'est-à-ilire si les pressions sur les surfaces latérales

étaient normales à celte surftce , alors les dérivées -;-, — seraient,
d.r ily

en vertu de la première {2&), de l'ordre de s'Wo; [)ar suite, tous les

termes delà première condition à la surface devraient être conservés:

34..
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mais dans les deux derniers ou pourrait alors négliger les termes pro-

venant de la fonction », ces termes étant en général de l'ordre de î*.

La recherche des deux fonctions W„ et ^se séparera donc encore; on

devra dans ce cas commencer par chercher la fonction Wo de façon

qu'elle satisfasse à l'équation A; Wq =: o, et aux deux dernières condi-

tions (21) où l'on aura supprimé les termes contenant Ç. Ce problème

est possible et déterminé; puis, la fonction Wo connue, on en portera

la valeur dans la première condition à la surface et l'on déterminera la

fonction 'Ç de manière à satisfaire à cette unique condition et à

l'équation (24).

Irdroduction desforces agissant sur la masse de la plaque.

Jusqu'ici nous avons négligé les forces telles que la pesanteur agis-

sant sur la masse entière de la plaque. Pour les introduire sans recom-

mencer tous les calculs, nous emploierons une méthode qui est une

sorte de généralisation de la méthode de la variation des constantes

arbitraires; reprenons un instant pour les composantes w, v, iv des dé-

placemenls les expressions (X), en y adjoignant celles (i-;otiF= ^ sin—
;

mais supposons que les fonctions Uo, Vo, 0o> ^^O ? soient entièrement

indéterminées c'est-à-dire ne satisfassent plus aux équations qui les

régissaient quand on faisait abstraction des forces extérieures agissant

sur la masse de la plaque) et cherchons à déterminer, s'il est possible,

ces fonctions de manière à satisfaire aux nouvelles équations d'é-

quilibre résultant de l'introduction des forces extérieures, sans cesser

de satisfaire à la condition que les pressions sur les deux bases

soient nulles.

Ou observera d'abord que des expressions (X) de u, s', u', 5, et en

vertu des formules 2, on déduit pour les pressions N,, No, N3; T|,Tj,T3,

les expressions (XI
,
quelles que soient les fonctions Uo, Vo, Wo, 0o.

quand bien même elles ne satisfont plus aux équations à différences

partielles qui les régissaient avant l'introduction des forces propor-

tionnelles aux masses. Donc, quelles que soient ces fonctions, la pres-

sion N3 sera nulle dans toute l'étendue de la plaque et, en particulier, sur

les deux bases, et les pressionsT, et To le si roiit également sur les bases.
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Maintenant des expressions (17) qui, pour F= Ç' sin — , deviennent

(27 M= -p siii — » »'= — -^ sin— , w = o, 5 = 0,
^ ' ' f/j 2

c

dx 11

on déduit par les formules fa, et ce\a quelle que soit la fonction ^, pour

les forces élastiques les exjiressions

TVT TT '^'? .7:2
N, = aK -—-SU) —

»

y;c (y- 2 ô

IN, = — 2R r- SUl ,

C/X Oj 1 £

T3 = 1^(j7.-j7=)s'"^-'

' de



lions indéterminées Go; Uo,Vo, W„, w,

,. r. <)Uo / /i . „, d=W,\ d'-i . 7!z-]

I'

L '^^ \A-t-I ' " d.r' y d-rOr 2£
I

N2 = 2 K A-Go -f- ^ 7— Ao Wo -I- -r— 3 — -t—p SU) —
^

I

' dy \
/

-r-

1

dj' / dxdy 2e

J

'20) L^-'" ''-' d-rd) \dr' dr'y 2îJ

JN3-- o,

?.-<+ I di,W„ / , ,\ 77 dÇ

L /• -h 1 d.r

)) \
'

' 2ô dj

' -^ — r-- H r- cos
; 2 s d_>-

:os —
j

•

Observons qu'il y a entrez/, i',\\', une relation qne l'introduction

, r ' tn ' T< / au <)•• d"'
des forces exlerieures ne modine pas : c est celle & = -—

-i
—— -i

—

-,
' d.r dy Oz

qui définit la dilatation cubique. Pour qu'elle soit satisfaite par les

expressions (28), on vérifiera facilement qu'il faut et il suffit que

(3o)

"

fX-+i)o., =
'-J^

+ ^"-

Voilà donc une prennière relation nécessaire entre les fonctions

indéterminées qui entrent dans les équations (28) et (29).

Maintenant les équations d'équilibre sont, en appelant X', Y', Z' les

composantes, suivant les axes, delà force rapportée à l'unité de volume,

agissant en un point quelconque de la plaque,

Z' = o.

Soient Ao, B,,, C„ les projections de la résullante de translation des

forces aux composantes X', Y', Z', agissant sur les divers points d'une

petite ligne parallèle à l'axe des z, et A,, B, les sommes des moments

de ces forces par rapport à des axes parallèles aux or et aux j^, menés

dN,
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|

|)ar le milieu de cette pelite ligue, en sorte que

\ A„ =/ X'(h, 15„ =fY'(/z, (;„ =/ZV/r,

) A, = -/Y'rf/:, B,=fX.'ufz.

les iutégrales étant prises de — £ à + £.

Par suite, si l'on multiplie les trois écjuations ci-dessus p;ir dz et

qu'on intègre de — e à -I- c, en observant que Nj, T., T, s'annulent

pour z = rb ;, on obtient

ôfT,,lz
,
df^^dz

Bo -- o,

:33)
En miillipliant ensuite les deux premières par zdz

et intégrant enlre les limites — î et + : :

Les ex|)ressions (29) donnent d'ailleurs

puis

3 ct' l).r i)\

)'W.\ 2£= iGKs' (]'?

•' - \k + l Oj' / 3 o- ().'()

2Kf l,CtZ— —2k -5^
i

^
'' '

/ -H I 'M O

T., dz .:= - 2K -,— ; rr + 2 K -r-
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Si l'on porte ces valeurs dans les deux premières équations (33,, il

vient

/Qt\ 2X-+ I -r- + AjVt, +--- = O,
(35) ' ày - " 2K£ '

à laquelle il faut joindre celle [3o ) :

Les trois fonctions Uo, Vo, ©„ doivent satisfaire en tous les points

de la plaque à ces trois équations (qui se réduisent à celles précédem-

ment trouvées, lorsque A„ = o, Bo = o), et en outre, sur le contour de la

plaque, aux deux conditions (XIV) qui ne changent pas, les expressions

des pressions N, et T, ayant conservé la même forme qu'avant l'intro-

duction des forces extérieures.

Si l'on porte les intégrales ci-dessus dans la troisième équation ( 33),

elle devient

Enfin, si on les porte dans les deux dernières, elles deviennent après

réduction

(37)
dr 8K £

+ .qïT
- ^^ = O'

+ 7w7^ A, =0.
ÙX 8K£'

Pour que ces deux équations soient compatibles, il faut que les deux

fonctions données A, et B, satisfassent à la condition

/r>Q\ c'B, ()A,

Cette restriction n'a aucun inconvénient au point de vue des appli-

cations; car A, et B, sont habituellement nuls; si on ne rencontre» pas
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cetterestriction clans les théories existantes, c'est uniquement parce que

dans ces théories on ne satisfait pas à toutes les équations du prohlème.

Si l'on ])ose

I), = -, A, = —,
(Ij ox

F étant une fonction donnée, les deux équations se réduisent à

Les deux fonctions W^ et Ç doivent satisfaire en tous les points de

la plaque aux deux équations (36) et (Sq), se réduisant à celles pncé-

demment trouvées si l'on fait abstraction des forces extérieures, et, sur

le pourtour, aux conditions (XV) (|ui ne changent pas, les expressions

des pressions n'ayant pas changé déforme par suite de l'introduction

des forces extérieures.

Ecjuntions des inouveincnts vibratoires d'iitie pleine élaslicjue.

Maintenant que nous avons les équations complètes de l'équilibre,

le principe de d'Alembert permet d'en déduire les équations des mou-

vements vibratoires.

Il faut, dans les équations (34), remplacer respectivement X', Y', Z'

par

X'-<J^, Y'-cî'^, Z'-5^,
()t' ôf Ot'

a étant la densité de la matière qui forme la plaque.

Par suite, les équations (32) montrent qu'on devra remplacer A„,

B„, C(,, A,, B,, respectivement par

K-^f^;:<h, B^-of^dz, C.-^f'^riz,

les /étant toujours prises de — c à -f- c.

Jourii. </f Mat/i. (^ série), lome Ul. — Autt 1S77. 35
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Or les expressions (28) donnent

fudz = 2îU„, J'^'lz = 2£Vu, fwdz = 26W„,

L-n négligeant, dans cette dernière, le terme en t^.

Puis

uzdz = r

—

— -\ ---,
ûx 6 11' uy

/• ^ri- — — — il' _ §i! -^
•' " c)/ 3 ir' ôy

P.ir suite, en observant que / -p,= -yi 1 ' i' faut remplacer A^, H„,

C:.,, A,, B, p.'ir

A,,— 2(72-^^5 B,, — 2U£——-î C,, — 2 0S-——-'

'

3 ô) ôi- tt''- ôxôt-

„ 9 Je' ^'^Y, S Si- Ô'Z

3 d-rôt- tt' ôydt'

Les équations (28) deviennent ainsi

(2/t+i)^ + A,Uo---— +— = 0,

1,40) j(^'^-+''^+-^^^o-K^+ÏK-e=«'

avec les conditions à la surface (XIV) et, en outre, les conditions

initiales consistant en ce que pour ^ = o, U„, V„ et -~; -y^ doivent

être égales à des fonctions arbitrairement donnnées de .x et de ^^.

Les équations (36) deviennent

(40 A:wo-f-
3SH- -h i) i ô'W„ 3(X-H- i]

2K(2X-+i)£= df 4^(2-^-1-1.)
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Quant aux équatious (37) elles deviennent, dans le cas du mou-

vement,

dx 12K dxâr- K dj'ôt' 8K £ ~ '

<)s-
~ TTk <)) <)/=

~ K ïï.ïT)?'
"^ 8K I^

'

toujours avec les trois conditions à la surface XV) que les deux fonc-

tions W|, et Ç devront remplir; en outre, elles devront ici satisfaire aux

conditions initiales, consistant eu ce <.\u", pour /= o, Wo et -—-' sont lies

fonctions données île or et j- dans toute l'étendue du plan moyen.

Je dis que les seconds et troisièmes termes des deux dernières équa-

tions en Ç sont négligeables.

En effet, nous avons vu que les dérivées -r-» -r- sont au moins de

l'ordre de £"Wo; donc les troisièmes termes sont négligeables devant

les seconds; mais ceux-ci sont eux-mêmes négligeables devant les

premiers: car, en vertu de l'équation (4i),^ -yr ^*' ^^ l'ordre de

c'Aj Wo ou de l'ordre de £^ W„ : donc les seconds termes des dernières

équations sont de l'ordre de £'W„. Or les dérivées -r-> -j- étant, en

vertu de la première des conditions à la surface (XV), au plus de ce

même ordre, les premiers termes des dernières équations sont au plus

de l'ordre de sW,,.

Ainsi on |îeut réduire ces deux équations à ce qu'elles sont dans

le cas de l'équilibre, en sorte que, la condition (38; étant sup|H)sée

remplie, la fonction ^ satisfait, dans le cas du mouvement comme dans

celui de I équilibre, à l'équation (Sq).

Transjormatinn dçs eqiuitions en coordonnées cunnlignci.

Pour compléter cette tliéorie et résumer les diverses équatiotis ob-

tenues, transformons-les en coordonnées curvilignes, ce qui est utile

dans la plupart des applications.

35..
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Soient et p, les paramètres de deux systèmes de cylindres ortho-

gonaux, dont les génératrices sont parallèles à l'axe des z, en sorte

qu'un point quelconque de la plaque soit défini par les trois coor-

données p, jS,, z; soit

(42) ds-
='^^-^'^jJ^

-^Jz-

le carré de l'élément linéaire dans l'espace exprimé au moyen de

ces coordonnées. Coupons ces cylindres par le plan moyen de la

plaque qui est le plan des xj et regardons p et p, comme les para-

mètres des deux systèmes de courbes orthogonales contenus dans ce

plan.

Par un point quelconque A du plan moyen, menons les normales

AN, AN, à ces combes et désignons maintenant par u, i' et w les pro-

jections du déplacement du point A sur les trois lignes AN, AN, , AZ,

celte dernière étant parallèle à l'axe des z; prenons pour un instant ces

trois lignes pour axes Jijces de coordonnées. Alors les formules qui

précèdent seront applicables.

IMais, F étant une fonction quelconque de x et }, si on la considère

comme exprimée en p ei p,, on a, comme on sait, les formules de trans-

formation

, , , ('F , ()F ()F , ÔF
[k) -— = //-—, -=/,-_.
^ ' (J.v dp (ij tlp,

Donc les formules (X) deviennent, eu considérant Wo,Uo,Vo,Wj,

^

coiiune fonctions des coordonnées curvdignes p et p.

(43)

,-r I dWc 17 «'©0 z' , Ô'C TTC
fi — Uo — Il —;— " -r- kh— \-l>, -K^ SUl —

7

yp yp 2 dp, 2£

xr / t*^^^« / 7 ')9o z' I ')Ç •
TZV— V„ — /(, -T—Z -r- kh h /i -T- SUI —

.

dp, dp, a i^p, 2 s

W = W„ - X-e„ z -'r
-—- \A\\ -

" / H- I
- " a

Il faut seulement transformer en coordonnées curvilignes les
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équations à différences partielles auxquelles satisfont les cinq fonc-

tions des variables p et pf qui entrent dans les expressions ci-dessus,

ainsi que les conditions à la surface et les expressions des forces élns-

liques.

Les éqtiations (4o) i>ont pxactc:nent de même forme que les équations

f^étiérales de l'éla.slicité, mais avec cette simplification qu'elles sont à

deux variables seulement. On les transformera donc facilement suivant

les procédés de Latné ou celui qiu- j'ai doiuié au Bitlleli/i de M. Dar-

boux, ou tout autre. Eu introduisant, à titre d'inconnue auxiliaire, le

(ioubl<î de la rotation moyenne

,,,, du. r)V.

(^ ) ^- - dT = "'

ou a identiquement, en vertu de la dernière {^o),

. TT ')a ., , <)0,
AoU,,:^ ---h(k-{- l)-,—

,

par suite, les équations (4o) donnent

'dx
'^

~ôf~^ 2k1 ~~ K ûF'
(3A-4-2)

,., ,
, J0. ÔP. B. 3 <)'V.

du, f)V. ,, ,

l^+^ = (>t+l)H„,

A,,, B,| étant les projections sur les axes AN, AN, de la résultante de

translation des forces extérieures appliquées le long de la petite ligue

verticale passant par le point A.

Les deux premières se transforment immédiatement par la formule

{k)] la dernière, ainsi que l'équation (^•'), se transforment sans diffi-
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iMaintenaiit, connaissant les valeurs (43) des composantes n. c, iv

fin déplacement, les composantes des pressions N, el T, parallèles

aux axes AN,, ANo, AZ, ces pressions étant considérées comme des

fonctions des coordonnées js et (5,, z, sont, soit d'après les formules

générales de I.amé [Coordonnées cuivili^^ues, § CLII), soit en les cher-

chant directement, ce qui n'est pas difficile,

rr r. ^ I ''U» /', Ôh -,

L '^.'' '' <J?i

\ / + I
* " h dp, dp, f)p Op i)p- !

\ dp, Op <)p dp, àpOpi 2£ J

N. = 2IS. /. 5„ + //, -; 7- -r- L„
L ('f'i

II, dp

b.
— AoW,, -H 7- -r n ''il i

1- ^' -;-r- I II, dp dp dp, dp, dp
;

m
( , dh de , àh, dn, ,, d--:, \ . -il

\ Wjs, t)p dp dp, dpdp,l 2£j

l, dh dVio idh,d\\\ Il ()-nv.\

\ dp, dp dp dp, dp dpi/

T, = K [^*. dp

^ ,, r 2/ -f- I ()A,\V, , , „, T , dt, Tz']

L / -1- l dp ^
' 2 s dp, 2£j

N,

Conditions au pourtour.

1" Plaque libre. — Supposons que le pourtour soit ut:e courbe

p = (Jo et soient A», v!>oi ^o '^=> projections sur les axes AN, AN,, AZ

de la résultante de translation des pressions extérieures agissant sur la



28o M. LEVy,

génératrice du cylindre qui termine la plaque passant ])ar le point A,

et c et 91, la somme des moments de ces pressions par rapport aux axes

AN et AN, ; on devra avoir les cinq conditions à la surface.

Pour p — (So,

/N, dz == Xo, fr,clz --= oft,», jT^dz = Z»,

f^,zdz — G, jT^dz = + 3b,

ou bien

(59)

/^5„ + , ()U„ _ //, d/i _ A.,

2/-1- I 2£' , c)AjW,

/l Û/l,

dp dp /' tlp. «I t)p

/

/

A

A,W„

vp
h, - =

Op,

,d=W„\ 2E

h dp, dp, ôp dp dp' I 3

77- \ dp, dp dp dp, dpdp,/ 2lv

/', d/i dAV„ , d/i, dW, , . <;'W,\ 4e'

i^ ' t'pi «^p dp dp, ' dpdp,/ 3

II, lia,

1/7
'^^

;.

'^'^''
d^

/', dp

En résumé, les fonctions Uj, V^, 9^, O doivent satisfaire aux quatre

équations à différences partielles (44) ef aux conditions à la surface

(49) ; les deux fonctions Wp et 'Ç, aux équations (45) et (46) et aux trois

conditions à la surface (5o) (et en outre toutes ces fonctions satisfai-

sant à des conditions initiales dans le cas du mouvement).

Si la plaque n'est pas libre, si elle est a|)puyée ïiu- tout son pour-

tour, la première des conditions (5o) est remplacée par celle-ci ;

(5i) W„ = o,

et la première équation (5o) détermine alors Veffort tranchant inconnu

Zg qui s'exerce sur le |)oiu'toiir de la plaque.
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Si la plaque est encastrée, les deux premières conditions (5o; sont

remplacées pHr celles-ci :

(52) \V. = o, -^=o,

et les dfux premières ('quitlions (5o) fourniront alors les valeurs du

moment fléchissant et de l'effort tranch;int sur le pourtour.

Ou voit que la dernière condition (5o) subsiste dans tous les cas :

c'est celle relative au moment de la tor^ion. Poisson, dans ses np-

plications, nes'cn occiq)ait pas; ainsi, dans le cas delà plaque encas-

Irée, il se bornait à considérer pour toutes conditions à la surface

celles (32); c'est là ce qui fait qu'il ne s'est pas aperçu de l'impossibi-

lité du problème d'Analyse auquel il était arrivé.

VI.

yipplicalion à l'équilibre et (in mouvement des plaques circulaires.

Nous allons appliquer la théorie générale qui précède à l'éipiilibre

et au mouvement d'une |)laque circulaire.

Occu|ions-uous d'abord de l'équilibre.

1° Equilibre d'une plaque libre. — Soit en iiremier lieu une plaque

entièrement libre sur le pourtoui- de laquelle sont appliqués des cou-

ples situés dans les plans uu-ridiens du cylindre qui termine la plaque;

ces couples varient d'ailleurs d'une manière quelconipie, continue ou

discontinue, d'iui plan méridien à l'autre. On fait abstraction des forces,

telles que la pesanteur, agissnit siu* la masse entière de la plaque et l'on

demande de trouver la forme (pi'elle prendra et les force.s élastiques

qui se dévelo[)peronl en cha(pie point.

Prenons, pour définir les divers points i!e la phupie, un système de

coordotuiées semi-polaiies ayant pour axe l'axe de la plaque. Soient

r, a, z les coordonnées d'un point de la |)laque, en sorte (pie le carré

de l'élément linéaire de l'espace sera

ds' = dr- -h /Va»--r/;-;

't\
Juurn. de Math, (3^ sciic), tome III. — SEPTkvanE 1S-7. «^^
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par suite, si l'on fait p = /', p, = a, il vient

h r= l , A, = -•

Les cinq fonctions A„, Bo, C„, A,, B, qui dépendent des forces agis-

sant sur la masse entière de la plaqne, sont ici nulles; il en est de

même des quatre fonctions JU^, i)i,„, Z„, X. Il ne reste que celle t, qui

est une fonction donnée continue ou discontinue de a.

Il résulte de là qu'on satisfait à toutes les conditions (44) et [!\Ç)),

en posant

ce qui signifie que la tension du plan moyen de la plaque est nulle,

chose facile à prévoir.

11 reste donc seulement à trouver les deux fonctions Wo et Ç, qui

forment, en effet, les véritables inconnues de tout problème sur les

plaques, les quatre autres fonctions donnant lieu à une recherche sé-

parée qui appartient à l'étude de la membrane élastique.

On a ici

I âr I à-

(53)

Si donc on pose

(54) ^^w„ = i^^ + ;,^ = s,

Ox'

"dT I O'W,

il viendra

(55) Or r ô'j}

D'ailleurs la fonction Ç doit satisfaire à

_i_ - _
r^ dal' 4-'

Enfin les trois condilions à la surface sont, pour r— i\, la plaqne
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étant libre et de rayon /• = r^.

/ -T- I 3 Or ' r, ô-Ji
'

A n- 1
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dont une solution paiticnlière est la fonction de Ressel d'ordre w,

qu'on peut représenter, soit sous la forme d'une intégrale détinie, soit

sous la forme de la série

(62 ) R = —~ I H r~- , H T- ^T- y, + . . . \l
^ ' 2.4...2nL 2(?.n-(-2) 2.4 (2/j -+- :2j (2« + 4) J

ou

162 bis) R = —
) —, I + ^

_ -i
—

—

'^~ + . . . .

^ ' \2S/ >..L^...1.n ]_ 2(2/2-1-3] 2.4(3n+2) (2«-4-4) J

Maintennnt, la troi>ième des conditions à la surface donne, entre

les constantes qui entrent dans l'expression de W^, les relations

-7-^ -f- (m — 1) A = o, —^—h [n — i)n — o

^'^ _ Ar^
, B' = ^°— .

4(« + 1

1

41" + '
)

La première des conditions à la surface donne de même, en dé.M-

gnant par R^ la valeur de la fonction R pour /= r„, les deux relations

p 2^-+-I2£'/^„ „ _ 2X + I 2 £= / J

par suite, les solutions particulières obtenues prennent la forme

S = /" (A sin/îa 4- Bcos«a),

rro\ 1 W„ = -T
°— (Asin7ia -B cosnoc),

(dû) ; 4 \« + I « — 1/ ^ '

aX- -t- I 2£' „ R
"/+ I T ' " R,,

Z = --; 5-/^1 îT BsuiWK — Acos«a

Si Ton prend la somme de toutes les expressions répondant à tons

les nombres entiers n, on aiu'a encore une solution satisfaisant à

toutes les conditions du problème, sauf la seconde (Sy). On devra
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donc déterminer les constantes A et R, de façon que cette condition

soit remplie, ce qni donne, iiprès quelques réductions,

\ i-'l,
(Asin7;a -i- Bcos«a) = 3 (i-h i)g

2(~3*-M)Ke'"

Cette équation devant avoir lien pour les valeurs de a comprises

entre zéro et arr, on en lire

;64)

A =

B = 3(^+l) 7

2(3X-

3(X- -t- i)
I

i)Ks' Tzr'^

—,-- —
I

Scosnaaa,

en ayant soin, comme on sait, de multiplier par la valeur donnée

par cette formule, pour B, dans le terme relatif à n = o.

Et l'on aura finalement

(G5)

S = \ /-"(Asin/ia -+- Bcosna),

V^n = \ -7 1
-"-

)
(Asin«a 4- B cos7/«\

^4 \« H- I II — \ /
^

t :zz -, ^.- > /•" Bsin«a — A cos?/a .

' / -i- i 3 ^ " R, •

Si les couples sont symétriquement distribués par rapport au dia-

mètre pris pour axe polaire, la fonction G aura la même valeur pour

les valeurs a et 2- — a; par suite, on aura A = o.

3(x + i) ^ r c j

(65 bis]

(SX

s = y B/''cos«a,

W„ = \ By (-^ '^''—
) coswa,

2/ -M ?.s' Vd « R
•
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Les formules (43) et (4^) donnent d'aillenrs les déplacements et les

forces élastiques en tout |)oint delà plaque, une fois connues les fonc-

tions W„ et Ç.

Les formules qui précèdent paraissent au premier abord conduire à

une absurdité. En effet, le terme des sommes 1, répondant à w — i,

paraît devoir rendre W,, infini. Pour que cela n'ait pas lieu, il faut que

les valeurs des coefficients A et B répondant à h = i soient nulles. Or

c'est ce qui arrive nécessairement; car, pour n = i, les formules (64)

montrent que les coefficients A et B contiennent les facteurs

Ssina^K, / 5cosa<fa.
' t-'o

Oi' il faut que ces deux inlégrales soient nulles pour que tous les

couples agissant sur le poui'toiu' de la plaque se fassent équilibre; les

équations

/ (Bsinadu = o, j Ecos«(^« = o

sont précisément les conditions nécessaires et suffisantes pour cet équi-

libre.

Supposons ces conditions remplies, en sorte que poiu' n = i les

coefficients A et B sont nuls; le terme en r""*"- - r' de l'expression de

W„ sera donc lui-même nul pour n = i ; mais le terme en r^ r" — i-gr

ne le sera pas, puisqu'il contient « = i en dénominateur, en sorte que

les rapports et demeurent indéterminés et ce terme de W„

sera

W„ = r(A, sina -t- B, cosa),

A, et B, étant deux constantes entièrement arbitraires.

Il est facile, en effet, de vérifier directement qu'en ajoutant un tel

terme à l'expression deWo, quelles que soient les constantes A, et B,,

on ne cessera de satisfaire ni à l'équation à différences partielles qui

régit cette fonction, ni aux trois conditions à la surface.

Cela s'explique facilement en observant que, si l'on pose /cosa -- jc,
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rsiiiîz = >", l'équation ci-dessus est

W'o = K'x -r- V,'r :

W'p est donc l'ordonnée d'un plan; donc, ajonler à la fonction Wo
l'expression W'^, cela équivaut à déplacer le plan moyen de la plaque

et, par suite, la plaque tout entière dans l'espace, comme un système

invariable, ce qui ne développe pas de forces élastiques. On peut donc

supposer A, = o, B, = o, c'est-à-dire qu'on peut supposer dans la sé-

rie qui exprime W, le terme relatif à n = i nul. Cela revient simple-

ment à définir la position de la plaque dans l'espace.

Supposons qu'il agisse sur la plaque deux couples seulement, égaux

et o|)posés, placés aux deux extrémités d'un diamètre, et prenons

l'axe polaire à partir duquel est compté l'angle a perpendiculaire à

ce diamètre.

Nous rentrons dans le cas de symétrie indiqué par hs formules

(G5 bis). La fonction p est, dans ce cas, telle, qu'elle s'ainnile pour

toutes les valeurs de v. autres que celles de a— :^ '- d'ailleurs si

Hclz = r, r étant une constante donnée, on aura, par

suite,

B = ~ -— cos •— •

Donc B c.^t nul pour n impair, et en posant n — 2/, on aura

par suite

3(X-
S =

v ['àk-\- 7yic7iS(-^)'i7j'^°^^'«>

„- 3fA- + l)r V/ M ( rV i r' r- \^0= -T^, ^ ,- , > — I
-

l
• .

• ~] COU 217.,

[1h-

îrîJks = -TTi — .r > l— 1) '. 7,- sni2/«.
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El) s'airètant aux deux premiers termes de ces séries, on reconnaî-

trait facUemeiit les lois approchées du déplacement de la plaque, dans

ce cas particulier; d'où, par la superposition des effets des forces élas-

tiques, on passerait facilement à tous les cas où les couples sont symé-

triquement répartis de part et d'autre de l'axe de la plaque.

Si l'on suppose que les couples sont uniformément répartis sur le

pourtour de la plaque, c'est-à-dire que G soit indépendant de a, il est

facile de voir qu'il en sera de même de W^ et de 'Ç\ le problème se ré-

sout en termes finis, c'est-à-dire qu'on eu aura la solution rigoureuse

en prenant dans les séries le seul ternie répondant k n — o, ce qui

donne, en particulier pour 'Ç,
,

>- _ ^-^ + 3lV ^ A
- ~ A-hi 3 "R.

Mais, en vertu de la foruude (64), on a, pour h = o, A = o. Ainsi

donc, dans le cas de symétrie tout autour du centre, la fonction addi-

tionnelle disparaît et l'on retrouve les formules données par Poisson,

lesquelles se trouvent dans ce cas particulier, le seul que Poisson ait

traité, satisfaire à toutes les conditions du problème, bien que ses for-

mules générales n'y satisfassent pas.

Cela tient à ce que la troisième des conditions à la surface (5^; se

trouve remplie d'elle-même lorsque W^ est indépendant de a et que

celte fonction n'a ainsi plus à satisfaire qu'à deux conditions, ce

qui est possible. En d'autres termes, nous avons dit que, pour que le

problème d'Analyse auquel parvient Poisson soit possible, il faut

qu'entre les forces extérieures agissant sur la plaque il existe une cer-

taine condition. Le cas de la plaque circulaire uniformément chargée,

soit sur sa masse, soit sur son pourtour, est un de ceux où cette

condition se trouve satisfaite; mais, dès que la charge devient dissy-

métrique, il n'en est plus ainsi, et notre fonction Ç, en général, s'in-

troduira.

Nous trouverons plus loin un cas beaucoup plus étendu où cette

fonction n'apparaît pas, où, par suite, la théorie de Poisson ne se trouve

pas en défaut : c'est celui des plaques encastrées sur leur pourtour,

quelles que soient les charges.
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Équilibre de la plaque circulaire appuyée sur son pourtour.

Supposons maintenant une plaque circulaire appuyée sur son contotir

moyen ; supposons d'ailleurs qu'aucune force ne s'exerce sur sa surface

latérale et que sur sa masse entière s'exercent, normalement au plan

moyen, des forces données, continues ou discontinues.

Les équations indéfinies du problème sont, dans ce cas,

(Agw„-,f(/-;"'\g-°^o,

(
A,ç--;^ç=:o,

Co étant luie fonction arbitrairement donnée, continue ou discontinuo

des deux variables r et a; pour r — To, on a la condition W„ — o,

remplaçant la première (5o); les deux dernières (5o) deviennent, en

y faisant p = /•, p, = a, /t =:
] , //, = -i

[
\r- Ou /„ lirôxj ?. -^'s \r- àx' r' ' /•„ Or) ~ '

En posant, comme précédemment.

(G8)
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I'« ^* Qn étant lies fonctions de /' définies par les équations

On satisfera à l'équation (68) en posant

S = R'„ = o + / [^' cos ri </. -h R"sinHa},

pourvu que les fonctions R.' et R" satisfassent aux équations différen-

tielles

/ •>
àR.'

dr -p

} r dr r'
ni

_ .

—

.

: R — Q„ ^ o.
\ r ûr I'

^"

Pour toutes les valeurs de n différentes de z^ro, on conclut de là,

en posant, pour abréger,

(73) R'r=P' + Ar", R" = Q'-T-B/".

Pour n = o, on trouve facilement, A„ étant une constante arbitraire,

(74) R' =: Ao - r P„=„ log- dr + log- f P„=o rdr = RU„;

par suile

(75) S = RUo -+- y [(P' -+- Ar") cosna -4- (Q'+ Br") sin««].
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En remplaraiit s par sa valeur clans l'équation (68 />is) et posant

(76)
' - «^o

on peut vérifier qu'on satisfera à cette équation par l'expression

I
W„ == n„ + ^ j

[p"4- J^, -,- A'/''| cos«a

(77) ;

I
-+- Q y, 5 -^- ^> ' sin»a ,

où A' el lï' dcsignent deux nouvelles séries de constanles arbitraires, et

i -o = A„5-f-/-l[,-^(, -Iog0£p,.„rJr- (.^log^)

-f- rp„=„/Mog^^/.'-l

étant une nouvelle constante arbitraire qui représente la flèche que

prend la plaque, c'est-à-dire la valeur de la fonction W„ répondant à

r — o.

On satisfera à la condition Wq =^ o sur le pourtour en exprimant

que, pour /• ^ /•„, chaque terme du second membre de (77) s'annule

séparément, ce qui donne d'abord

, , I
-1 4 \ .,'0 l'o

(79) .,.

r - r \

Jo ' Jo • /

37.
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l'uis P", el Q", désigiiaîit les valeurs des fonctions P" et Q" répondant à

(80) !
^("^'^

De là on déduit

(81)
' ^^ /°
(

+ ri r P„=;r log ^ dr+ /"° P„^„ /-^ log ^ dr) ,

"'0=
î
[a (''-'•?,) -'' (i - '°sj:) j^

P/V//-+ (^i + log^J

— i" V l'Hos,- dr -^ il f P 7y//- - p P /•' r//-l

,

(^3) ^' =- 4(^7)- 1^0 T, b'=-^^^^-q;,

W„ = H.„ +£
j

[p" - Kj-"r" + ^-^ (,= - .-)] cos««

Quant à la (onction Ç, on peut prendre, comme dans le précédent

problème,

Ç = > R (DcosMa -H Csin/ia),

R désignant la série (G2 bis).

Il reste à satisfaire aux deux conditions (67).

On y satisfera évidemment si chacun des termes des deux séries Wo
et Ç y sali^fait, ce qui nous donnera d'abord, pour n — o, les deux
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équations

+ 7 r'° I',,.-o ''/'• -^ 7^ r '

P„=o '^ cir = o,

Do = o,

où Do désigne la valeur du coefficient D répondant à « — o.

Fuis, pour les valeiu's de n, autres que n = o,

" LA -t- I 2 (/i -(- I J ïf e L '"o
'. \ O'"/ oj

2[n-i-i] 27i'eL r; " \ Or' I „

où l'indice zéro indique les valeurs des fonctions quil affecte, répon-

dant k r = i\.

Les quatre dernières équations donnent les valeurs des quatre séries

(86)

{S6bis)
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de coefficients A, B, C, D, pour toutes les valeurs de n autres que

n = o.

Les deux précédentes doniienl les valeurs de Ao et de D^ pour Ji = o,

en sorte que toutes les constantes sont déterminées. En éliminant A^

entre les équations (81) et (85 1, on trouve la flèche

Appliquons la formule qui donne la flèche, au cas d'une charge

isolée n s'exerçant sur le diamètre pris pour axe polaire, à une dis-

lance /•= Xg du centre de la plaque. Conune nous avons appelé C^

\a charge par mètre superficiel, on a

f'"" j
'°

^o''^"^^ ^- n ou r °rdr
j

Cg da. =- H,

et la Ibnction Co n"a ici de valeur sensible que pour r — x\^ a — o.

D'ailleurs les équations (70) donnent

par suite

Or, de (87) on tire, en observant que P„=„ n'a ici de valeur appré-

ciable que pour r ^ a;,,,

ou

- 3(/4-ii „ r 7/-1- 3 , ^ o „ , .r,r|

ibK (2
/

-I- i; 5' L2(3/4-i)^ " 'oj
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Le fait, qu'on peut ainsi trouver la flèche au centre en termes finis,

quelle que soit la distribution des charges, est très-int<''res.s;Mit.

Observons que P«= o ne dépend pas de toutes les charges Cq , mai»;

seulement de l'expression

comme le montrent les formules 7o\ Si donc on ne change pas cette

dernière intégrale, la fonction P„^„ ne changera pas, ni, par suite, la

flèche/! Or, si nous considérons les charges C(, agissant tout le long d'un

cylindre de rayon /-, concentrique à la plaque, l'inlégrale ci-dessus expri-

mera leur résultante; cela signifie dotic que, si Ion modifie, d'une ma-

nière quelconque, la distribution des charges sur la plaque, pourvu

que la résultante de toutes celles qui agissent à une même distance r

de l'axe ne change pas, la flèche elle-même ne changera pas. En d'autres

termes, on a ce théorème :

Lajlèche au centre dune plaque circulaire appuyée sur son pourtour

ne change pas si l'on vient à modifier arbitrairement les charges que

supporte la plaque, pourvu qu'on conserve la résultante de toutes celles

qui agissent à égale distance de son centre.

En terminant, observons encore que, si la charge était symétrique-

ment distribuée autour du centre de la plaque, il est clair que le plan

moyen déformé deviendrait une surface de révolution.

Pour déduire ce cas particulier traité par Poisson de nos formules,

il suffit de réduire chaque série h son premier terme, celui répondant

à n = o. Et, comme on a Do= o, on voit que la fonction 'Ç disparaîtra

dans ce cas; en d'autres termes, on retrouve alors les formules de

Poisson, comme cela s'est produit aussi dans le cas analogue de la

plaque libre et pour les mêmes raisons.

Equilibre d'une plaque circulaire encastrée.

Le cas de l'encastrement se traite exactement de la même manière.

L'expression (84) de^^'o convient ; elle .satisfait à la comlition que, sur
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dW
tout le pourtour, W^ = o. Mais ici il faul en outre que— ' = o, ce qui

donne les conditions nécessaires pour déterminer les constantes A, B

qui entrent dans l'expression de W„.

Cette nouvelle équation—° = o remplace la première (61) du pro-

blème précédent; la troisième subsiste; mais, à cause deW„=oet

— = o, on a aussi sur le pourtour
(Jr

'

l'^^'o
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Alors l'équation ci-dessus devient

, „ 3

(

X- -h l'i n / „ , , , xA
^0'" = ^lûTirry? (r"

- ^-^ ^ ^^" '°s 7;)
•

D'antre part la formule (8-; donne, en désignant ici la flèche/

/, I . .,
,

3 (/•-+• il ri / „ ,
.r, „, x,\

d'où

.., 3(*-(-i)n ri , ,, „. .r„
I

Pour a^o == G, ou voit que le rapport entre les flècliesy ety ré-

pondant à rencaslrenieut et au simple appui est

/' 7/^ + 3 ,1 /' i3

f 4(^''+') 2 / 20

Le ihéoréine établi relativement à la flèclie d'une plaque appuyée

subsiste ici.

Pour calculer, soit dans ce problème, soit dans le précédent, les

fonctions Wu et Ç et par suite les déplacements et les forces élasti(|ues

eu tout point de la |)laqne, dans le cas de la force isolée, lequel, eu

vertu du principe de la superposition des effets des forces élastiques,

comprend tous les autres, il faut se rappeler que, i étant un nombre
quelconque, on a, quel que soit «,

/"°P„/'< O,

suivant que r est inférieur ou supérieur à Xg.

Journ. Je ilatli. (3" série), lome 111. - SEriEMBlic 1S77. Jo
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Mouvements vibratoires d'une plaque circulaire libre.

Passons maintenant au mouvement d'une plaque circulaire.

Les équations du mouvement d'une plaque circulaire li!)re sont, en

posant, pour abréger,

(89) ^ + «=A^Wo = o,

(90) ^A^Ç-,- = o,

avec les conditions à la surface pareilles à celles (57) où la pression

extérieure c est supposée nulle, soit, pour / = r^,

l k -\-i S ùr ~^ r^doL
'

(90 ir:rT^=^^o + -T-=o,

/•j da Or oa.

Enfin, pour ^ = o,

(92) W,==F(r,«), ^}-"=/(r,a).

Pour la recherche deWo, on peut procéder comme l'a fait Rirchhoff.

Cherchons d'abord une solution simple de Wq qui satisfasse aux

deux dernières conditions à la surface. Pour cela posons

(c)3) W(, = R„,),cos7îa(AcosX-rt^ + A'sinX-fi^),

où n est un nombre entier, X- un nombre indéterminé et E„x une

fonction indéterminée de r contenant les deux constantes n et X.
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Nous tirons de là

(94)

Si l'on pose

X cos n Cf. ( kcos).^ ai -f- .V si n ).*«<)

(95) -^--^7.-^-pR«.> = oR«A,

(96; A-Wo = ^R„-,cosTiy.[\cosl-at — A'sin).-rt<^
,

et

A; Wfl = â.oU„;cos?iv.{\cos}.^at -+- X'sml^at),

—r--— — y.*(l'^B,r,cos ti 7. {S. co A'' at -h A'sinÀ-rzri

.

On satisfera donc à l'équation (89) si la fonction R„) satisfait à

l'équation différentielle du quatrième ordre

(97) 5.oX.), ->.^R«,) = 0.

Si l'on pose

$R„,,, = X'S,

il vient

d'où, en observant que le d'une somme est égal à la somme des ç?

de ses parties,

i
5(R„,, + S}= ).'(R„,4-S),

^^^
1 o^R,,,-S)=-r(R„.,-S).

Posons

1
!>' _ '"'" r

À'/'
_^

XV"
, -|

,) 2.4---2« L 2(2/J-f-2) ' 2.4(2/1 -t- 2) (2/1 -H 4) '
']'

,_ X"/-" [• _ X'H XV _
I~~

2.4-.2« L 212/I + 2J 2.412/1 -+- 2) (a/1 +4) J
38..

(99)
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On satisfera aux deux équations différentielles ci-dessus, en faisant

R„) 4-S = 2B'R',

R„)-S = 2B"R",

B' et B" étant deux constantes indéterminées; d'où

(loo) R„,). = B'R' + B"R",

( I oo bis) S = B'
R

'
- B" R" = ~ oR,,,,

.

Maintenant les deux dernières conditions à la surface deviennent,

si l'on remplace W„ par sa valeur (qS), pour /• = r^,

-j--^ oR,.
), + —— = o,

R,..x àR,..x

r âr

OU bien

Si l'on élimine le rapport —,

,
l[r^'--(^l][f-(f)J

équation en X dont les racines fournissent les valeurs qu'il faut adopter

pour cette quantité, pour chaque valeur de l'entier ji. Ces racines

sont toutes réelles en vertu d'une formule bien connue que nous uti-

liserons plus loin.



si;r la théorie des plaqies klastiqies planes.

I^a dernière équation donne ensuite

n' B"

Noms pouvons, sans diminuer la géiiéralité de l'expression de W,,,

prendre ces deux rapports égaux à l'unité, en sorte que

B"=-K-(f).]-
et, par suite

'.-R-(f).]--[^-(f)J-.

fonction complètement déterminée.

Nous satisfaisons encore aux deux dernières conditions (yi) et à

l'équation différentielle (89) en prenant pourW„ la somme d'un nombre

infini de termes analogues au second membre de (gS) et se rapport:uit

à tontes les valeurs entières de « et à toutes les racines X de l'équation

(loi), soit

(102) W„ = \ R„) cos/i«(AcosÀ-rt< -i- A'sinX'rt/).

Il faut enfin satisfaire aux conditions initiales, ce qui donne

\ AR„.) cos«« — F(r, a),

\ /- A'R,,,) cos«x = y y, a)

.

qui doivent avoir lieu de a = o à a = 2- et de / — o à ;• = r^. On dé-

montre, d'après des fornuiles connues, que, pour deux valeurs diffé-

rentes de )., on a

£ R„>R„.)'r-<//'=o.
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Par suite, on tire de ces équations pour les coefficients restant à dé-

terminer

(io3)

I
R„,j.F (r, a) cos/? a rrfrrfx

o «/o
A = ; !

Jo

I I
R„/,,/[r,x)cosnarilr(/x

I Jo J i

A' = .-r-
t. ai:

1^ f'K-
tJ n

r'dr

en sorte que ^Yg est complètement déterminé.

En désignant, comme précédemment, par R la série (62 bis), on sa-

tisfera à l'équation (90) en posant

{io3bis) Ç = VMRsinwK ;Acos).= rt< + A'sin).=' at)

,

où l'on doit observer que B ne contient que la constante ?i et non celleX.

A et A' sont les constantes définies par les équations (loJJ) et M des

constantes indéterminées. La première condition (91), la seule non

encore remplie, donnera pour définir le coefficient M

ou, en vertu de (95),

Moin'emeiiis vibratoires dans une plaque appujce sur son pourtour.

Les conditions à la surface sont ici

Wo =^ o,



sur. LA TIIlioRIE DKS PLAQUES LLASTIQUES PLANES. 3o3

el celles (G7)

o'i

r-— A2W0 4- -—î -^ -T \~2 T- + - T-t) = O'

1 ()W, 1 dnv„ 3 / I d'Ç d'Ç I dç

ri dy. r. àràx 27r'£ VriJ Ox' Or^ r„ dr

On peut toujours prendre pour Wo l'expression (102), où R,,;, a in

forme (100^, et pour valeur correspondante de Ç le teruie correspon-

dant de la série qui forme le second membre de (io'3 bis), soit

Ç = MRsin72a(AcosX- at -\- A'sin),-rtf).

Si l'on porte ces expressions dans les trois conditions à la surface,

elles deviennent

B'iv,, + B"p;;, = 0,

()R'\ /r)R"\

Si, entre ces trois équations homogènes par rapport à B',B', M, on

élimine ces trois constantes, on obtiendra une équation en /." dont

les racines fourniront les valeurs à adopter pour cette constante.

Les trois équations se réduiront alors à deux, par exemple la pre-

mière et la dernière; de la première on déduit

11— _ 51

et l'on peut prendre simplement

b'=:r;, b" = -r;.

Par suite, la dernière donne la valeur de M; ces trois séries de con-

stantes sont ainsi entièrement déterminées.
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En prenant ensuite pour Wo et Ç les séries complètes, telles que

(102) et (io3 bis), il ne restera plus que les conslanles A et A' à déter-

miner, ce qui te fera comme clans le cas précédent.

On voit que, pour 11 = o, M = o, ce qui montre que Ç n'a pas de

terme correspondant à ?2 =^ o; et si l'état initial de la plaque était sy-

métrique tout autour du centre, c'est-à-dire indépendant de a, il en

serait de même pendant toute la durée du mouvement; les séries se

réduiraient chacune au terme correspondant à «=o; par suite, la

fonction Ç ne s'introduiiait pas, et les formules données par Poisson,

chuis ce cas particulier, le seul qu'd ait traité, se trouveraient être

exactes. Cela tient aux mêmes raisons que dans le cas de l'équilibre.

Cherchons la flèchey au centre. On l'obtiendra en faisant, dans l'ex-

.

pression de W„, r = o.

Mais, pour r = o, on a R„ > = o, pour toutes les valeurs de n autres

que n = o, comme cela résulte de l'expression (100) de R,,,), et de ce

que les fonctions R' et R", qui sont des séries (62 bis), s'annulent pour

/ = o, sauf lorsque fi = o.

Donc, dans la double somme N qui fournit la valeur générale Wj,

tous les termes relatifs à n disparaissent, sauf ceux relatifs à « = o, et

l'expression de la flèche est fournie par une somme simple \ relative

aux dilférentes valeurs deX, à savoir

J = \ R,)(Acos>.-fl^ -T- A'sinX-«<),

ou

j
"

I
R„,iF(/-,a)r(9r()a

TT / B.l,\r'dr

/
°

/ R„,->.f{r,a)rdrd«.
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Posons

en sorte que <I>e( o représentent respectivement les déplacements moyens

et les vitesses moyennes imprimés à l'instaul initial aux points du plan

moyen situés sur la circonférence de rayon r.

On aura alors

r 'r.a*I r]rdr

K.'.r'frr
....,\r)rdr

A'=2 "

«/o

rdr

On voit que A et A' et par suite la flèche y ne dépendent pas du

déplacement initial F (/",«) et de la vitesse initiale y (/'.y) de chaque

point de la plaque, mais seulement du déplacement initial moyen 4>(r)

et de la vitesse initiale moyenne o (r). Ainsi on a ce théorème ana-

logue à celui trouvé dans le problème de l'équilibre de la plaque

appuyée.

Lorsqu une plaque circulaire appujée sur son pourtour est en mou-

vement vibratoire, le mouvement de son centre ne dépend pas de la

position et de la vitesse initiale de chacun de ses points, mais seulement

des positions et vitesses initiales moyennes des points placés sur chacun

des cjlindies concentriques à la plaque.

Joiirn. de Math. (3* série), tome lit. — Septembre 1877. 5Q
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Mom'emejits vibratoires de la placjue circulaire encastrée

sur son pourtour.

Si la plaque est encastrée sur son pourtour, les trois conditions à la

surface sont

Wo = 0, -^ = o,

et la dernière (io4 qui, en vertu des deux précédentes, se réduit à

I d't d-K, I <^ _

Il résulte de là que la fonction 'Ç est ici nulle. On satisfait, en effet,

à la dernière condition et à l'équation à différences partielles relative

à Ç par Ç = o.

Le problème ne comporte donc ici qu'une inconnue comme dans le

cas de la plaque encastrée en équilibre.

En adoptant toujours pour W» l'expression simple (93) où R„_) est

représenté parla somme (100), les deux conditions à remplir par la

fonction Wp sont

B'R' +B"R'' =0,

B'{^).-B-(

,or:\ _p,/o«'

d'où, pour l'équation en \-

d\

Or jo
^'^ \dr

on peut prendre

b' = r;, b" = -r'o,

en sorte que R„,) sera entièrement déterminé. La recherche des coeffi-

cients A' et A" se fera comme précédemment, et le théorème que nous

avons établi sur le mouvement du centre de la plaque appuyée se

trouve également vrai ici.
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De la dcj'ormatiou qu éprouve une pièce à simple ou à double

courbure sous l'action de forces qui lui font subir en même

temps une flexion et une torsion [*] ;

Par m. h. RESAL.

Celte question offre, même en dehors des applications, un certain

intérêt. Elle conduit en effet au problème suivant :

Déterminer laJnrnie d'une courbe à double courbure^ dont les rayons

de courbure et de torsion sont donnés enJonction de l'arc.

I. — Rappel des formules relatives aux deux courbures

d'une courbe.

Soient

Ox, Oj^Oz trois axes rectangulaires
;

x,y,z les coordonnées d'un point /«d'une courbe;

C(,p,y les angles formés par la tangente en m avec Ox, Or, Oc;

a', jS','/ tt a.",[j",-/' les angles semblables relatifs à lu normale prin-

cipale et la binormale;

ds l'élément de l'arc;

jO,T les rayons de courbure et de torsion;

On a

(')
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Les équations [i] et (3) peuvent être remplacées par les quatre

suivantes, obtenues en éliminant cosa', cos|3', cosy' et en exprimant

que la somme des carrés de ces cosinus est égale à l'unité :

dcosa" p rfcosa dcos^" p dcos.^ rfcoS'/" p dccisy"

ds T ds ds r ds ds t ds

'dcoia\- /f/rosp\- /dcnsy\''

\ ds j \ ds j \ ds

Si nous posons, pour simplifier l'écriture,

\
cosa = a, cos|3 ^= b, cos-y — c,

( 4 ) \ 'I

{ cosa = a", cosjS" = b", cosy" =:: c",

les équations ci-dessus prendront la forme suivante :

[
da"
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rieur au premier. Nous distinguerons par l'indice o les quantités qui

se rapportent ù la lornie primitive de la coutlie et nous |joserons

p = p„ -r- op,
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Nous avons

7» » I

fi^ = o, ft^, = o, c^ = I, - = o,

a" = 5rt", b" = 0^", « = «(,-!- on, b = bo -^ ob, Cq ^ o, c — àc.

Les deux premières des formules (5) deviennent

doa"

(Is

dob" p j dba d3b\

Us -z \ds ' ds )

OU plus simplement

, . d^a" Pu (^«1 (^o6" po rfaj

d'où

(8) dV =
J'^

da„ db" =
J'^

db,.

La seconde des équations (6^ donne, en conservant les termes du

second ordre,

i/i — ( 5rt"- -1- $b"-\ =\ —-( oa"^ H- - ^b"-);

d'où

oc = ( Ort - + 00 ] î

et, en ayant égard aux formules (7),

dSc" Po / \ n 'Ifo % 7 .. '^^o^ — "- Oa -5 r 00 ^~
rîj "z \ ds as

En portant cette valeur dans la troisième des équations (5), on

trouve

(g) ^c = — f {ù"a da^ -r- ob db"„).

La quatrième des équations ^5) et la première des équations (6)
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deviennent, en négligeant les termes dn second ordre,

(lo)

(iau (ISa db^ dob

ds ds ds ds

aoa ^- bâb = o.

et feront connaître ort et o^, qui auront les mêmes valeurs que si la

courbe ne s'était pas voilée.

IV. — Formules relatives à Inflexion et à la torsion simultanées d'ime

pièce homogène soumise à l'action de forces extérieures.

Considérons une pièce homogène engendrée par un profil plan

invariable qui reste normal à la courbe décrite par le centre de gravité

de son aire, et de manière qu'un même rayon vecteur coïncide constam-

ment avec la direction de courbure de la courbe qui est la fibre

moyenne de la pièce.

Concevons une portion de la pièce limitée par une section normale

déterminée.

Soient

O le centre de gravité de la section;

Orj, OÇ ses axes principaux d'inertie;

O? la tangente en O à la fibre moyenne;

I^, Iç, I5 les moments d'inertie de la section par rapport aux axes

Oy),OÇ,0?;

E, fJL les coefficients d'élasticité et de glissement de la matière.

Sous l'action de forces extérieures, la portion considérée de la pièce

se déformera; les éléments linéaires et les rayons de courbure et de

torsion de la fibre moyenne éprouveront des variations. Mais, dans

ce qui suit, nous négligerons les ddatations et contractions de la filire

moyenne, qui sont toujours très-petites.

Si nous transportons les forces extérieures parallèlement à elles-

mêmes au point O, nous obtiendrons un couple dont l'axe se décom-

posera en deux autres; l'un .Ttt suivant OÇ, l'autre r% situé dans le



plan de la section. Le prenrior de ces moments est le moment de torsion

et l'antre le moment fléchissant. Nons désignerons par s. l'angle formé

avec OÇ par la trace du couple de moment 311/ sur le plan de la

section.

Soient, après la déformation, p, -les rayons de courbure et de torsion

de la fibre moyenne; o l'angle formé par la direction de p avec Orj;

nous distinguerons par l'indice o les quantités qui se rapportent à l'état

naturel de la pièce.

On a, pour déterminer p et o, les formules suivantes [*] :

'-'V ^
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connaître la variation éprouvée par la seconde courbure de la fibre

moyenne

Nous .liions appliquer les formules qui précèdent à quelques

exen:plfs auxquels M. de Saint-Venant avait déjà appliqué^ ses for-

mules, dès 1843.

V. — Arc de cercle horizontal, dont l'une des extrémités est encastrée

suivant un rajon et soumis à l'autre extrémité à l'action d'un

poids

.

Nous supposerons que l'un des axes principaux d'inertie de la sec-

tion coïncide avec la direction du rayon de courbure p^ et que les

plans osculateurs abc, bcd entraînant avec eux pp et p'p , se sont déplacés l'un par

rapport à l'autre de

ds tts

Les formules (ii) supposent que l'angle o décroît quand 011: augmente.

Le plan/)/) s'est donc déplacé par rapport au plan abcàe ?o — ?, '^^p'p 1 P^"" rapport

à bcd, de ço— (o -h -j-]\ d'où il résulte que le déplacement angulaire total de p'p'

par rapport à pp est

L'angle de torsion est ainsi

I I d^

T ~ 7,~ lis'

La force de torsion développée dans l'élément rfu lie pp, situé à la distance r de bc,

étant

on a, pour le moment de torsion,

Jouni. de Math. (3" série\ tome UI. — Septekbbe 1877. 4^
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déplacements sont très-petits. D'après la première des formules (i l'j,

on pourra négliger la variation éprouvée par la courbure.

Soient

A l'encastrement;

AB la fibre moyenne à l'état naturel;

V le poids qui est adapté à l'extrémité B;

6, l'angle au centre AOB;

ô l'angle formé avec Ok pris pour axe des x, par un rayon Om mené

en un point quelconque m de l'arc;

Oz la verticale du point O.

Nous avons

lls = fJo<^0, - = o, ©(, = 0, £=^0,

D]lf~ — Ppo^i'''(5, - S), 3]U= l'po[i — cos(5, — 0)],

et, d'après la seconde des formules (n').

tang? =— ^sin(5, — 6);

d'où, en remarquant que, par hypothèse, cp est un petit angle,

J,
= |*cos(9,-«).

Si nous posons

la formule (12) donne

- = 4 + 7C0S(5| — 0).
r II k ^ '

Nous avons maintenant

«0 = 90°+ 5, |3„ = — 5, «0 = — sinô,
/;»o
= cos5,

-— = — COS7, -— = — SH1&,
dO ' M '



[3V

DOUBLE DÉFORMATIOM DES PIÈCES COURBES. 3l5

e\, en raison de l'encaslremenr, les conditions

^n"= o, 0//'=: o, 06'"= o, oc = o posir 5 = o.

Les formules ! 8) donnent, par suite,

on"— — po / 7 "î" 7 ^''s(!/| — 5 M cos5r/5

= — T^sinS — -7 5 ct)s5, — - sinf5, — 20) -\— sin5,
,

= — r (i — cosOj—^ îJsinS, H- - cosf5, — 2O cos5, .

h ^
^ 2 / L 2 ' '2

I

En portant ces valeurs dans la formule (9), on trouve

dV = |'(i-cos5)

+ A[_6sin'f;, -6) - ^cos(5, -35; + ^ cos(5, - (5]1,

et enfin on a

<?z = p„ ToVrfô = '^ {6 — sin5) + 4- 1 ~ ^cos{0, -6) — ^sm{0, — 5)

-{—j sin(5|— 35; sin5, >

>o 9 J

équation qui délernoine la forme de la courbe en projection sur les

plans zOx et zOy.

VI. — Cercle reposant par les deux extrémités d'un même diamètre

sur deux appuis de niveau et soumis à l'action de deux poids égaux

accrochés aux extrémités du diamètre perpendiculaire au précé-

dent.

Soient

() le centre du cercle;

A l'un des points d'appui :

B le point de l'un des demi-cercles où est suspendu un poids 2 P.

40..
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Prenons les directions de OA et OB pour celles des axes des jc et

des y. Comme dans la question précédente, nous pourrons négliger la

variation de la courbure.

En raison delà symétrie, il ne se développera pas de con|)lede torsion

dans la section B. En considérant le demi-cercle limité par le point B

et le point qui lui est diamétralement opposé, on reconnaît san^^ peine

qu'il ne se développe, dans les deux sections extrêmes, ni résultante,

ni couples élastiques. La force qui agit sur chaque quart de cercle

est P et nous poserons, comme plus haut.

On remarquera que l'axe du plan osculateur au point B reste dans le

plan )0z après la déformation, de sorte que, pour Q = -, 5a" est nul,

et ob" prend une certaine valeur qui doit résulter de la solution du

problème. En partant de là, on déiluit facilement des formules (i3),

en y supposant 6, = -,

(Ja"= ^° 1 I — sini5) + ;r^ (i -I- COS2 5),

âb"= ^rCosO - ^ fô + -sin25^) +C,

C étant une constante.

La formule (9) donne, par suite, en exprimant que oc est nul pour

— o eiO — -,

+ -^ sinô 4- 7, sin35 + Q cos9 + ^j ! i — cos5; .

ik\ 1 b 3 ^

J

On trouve ensuite, en remarquant que èz est nul pour 6 = 0,

ôz= — V 5 + cos9 — sinô — i
)

II

+ -^ (
- cos5 ^ cos35 -r sin5 -j- | 5 — ^sinô
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f.;i flèche y^ oti la valeur àz pour 5 = - i pour valeur

I.es considérations |irécédentes sont applicables au cas d'un demi-

cercle horizontal dont les extrémités seraient encastrées.

VU. — Ressort à fioudin vertical encastré par son extrémité supérieure

et à l'autre e.xtréinité duquel est accroché un poids.

Nous ne considérerons que le cas des faibles déformations, le seul

dans lequel on puisse arriver à quelques résultats intéressants.

Soient

/ l'inclinaison de l'hélice sur l'horizon
;

R le ra^on du cylindre sur lequel elle est tracée;

Ox, Oj deux droites rectangulaires passant par le centre O de la base

supérieure du cylindre, comprises dans le plan de cette base, dont

la première passe par l'encastrement A;

5 l'angle formé avec Ox par le rayon mené à la projection ti, sur le

plan xOy, d'un point quelconque m de l'hélice;

272- la valeur deô correspondant à l'extrémité libre du ressort où est

accroché le poids P, n étant un nombre entier.

En négligeant la déformation, le point d'application de P est pro-

jeté en A.

s = —:> ds= — d9,
COSI COSl

:os/, Co = sin/.

.„ — — cosO cosi, '^ = — s\n9 cos/, —-° = o,

rt"„ = sinS sin/, b\, = — cosô sin/, c"^ — cosi.

Le moment du couple obtenu, en transportant la force P parallè-

Nous avons
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lement à elle-même en m ou ;/, se décompose en deux autres, l'un,

PRsinÔ, dont l'axe est «O, et l'antre, PR(i — cosô), dont l'axe est la

tangente en n à la circonférence de la base du cylindre. Ce dernier

se décompose lui-même en deux autres, l'un PR(i — cosôjcosi, suivant

la tangente à l'hélice qui produit la torsion, et l'autre PR(i — cos5)sinî,

suivant la perpendiculaire au plan oscillateur, et qui diminue la cour-

bure de la pièce. Il résulte de là que l'on a

3Kt = PR (i — cosô) cos/,

et que le moment fléchissant se compose des deux suivants (4) :

[b) Sï^f cosc = PR sinô '.
. . . suivant Ox,

.... ( suivant la perpendiculaire
ie) onL/'siiiî = — PR(i — cosSlsm/. . . \

i ,.
"^ ' J ^

t au plan osculateur.

Si nous supposons que la section de la pièce ail un axe principal

d'inertie dirigé suivant le rayon de courbure, nous aurons o^ = o, et

les formules 1 1 1) et ; 12) nous donneront, en continuant à négliger les

quantités du second ordre,

PRf I — cosQl sini
- = -
P P

PR

p. KIç
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1 Ç)

Si nous posons

PR= / I tang'/
A = —A-r -^ -^r-

B = Zi^
(
—

:

:""r- - — )cos&,
tan}^

les trois premières des formules (5) donnent

(Ion . /. r B ^ ,

B\= -— tangj — ( Acosy cos2 5 4- - jcos/,
dSfi" dii/i

~dO

dSb" dSb . /. . , B . ,\—-- — —— (ane/ — A sinC/ H— suiaO' cosi,
c/Ô rffl

"
\ 2 /

'

c/^c" dSc

d') dO °

On déduit de là, en remarqtuint que, en raison de l'accroissement,

les variations sont nulles pour 5 = o,

d'à" — ùa tangi — (A sin5 — 7sin25 + ji\cosi,

^^^1
\ ?)b"— âb tang/ h- (Acos(5 + ^cosaS — A - 7 )cos/,

I
5c" = 5c lang/.

P
Posons encore C = ^^r cos'/sui/.

El;

La quatrième des équations (5'j et les équations (6') deviennent

, dSa . -. d3b ,,, f,\

dû rf9
^ '

('"-^
j — sinSc?rt + cos5 ôi 4- sin/oc = o,

l sinisinîofl"— sin/cos5 5^"+ coaiâc"— o.

En remphiçant dans la dernière de ces équations âc" par sa valeur

déduite de la troisième îles équations (i5), elle devient

(l'y) ^c — — sïnOân" -4- cosÔâb\
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et, en portant cette valeur dans la seconde,

( âa -h sinzoVj sin5 — ',oé + s'iniâb") cos5 = o.

Si l'on remplace dans cette formule 5a" et ob" par leurs valeurs (i5),

on trouve

s\n'j oa — cosj âh

] — A -i- y cos35 -T- - 5sin5 — ( A + 7) cos5 sin/cos^/ = o.

Posons, pour simplifier,

[B B B"* n
A -h --, cos35 -h -5sin5 — (-^ + 7) cos5 sinicos-/;

nous aurons

(19) sinSort — cosO âb — /(5) = o,

et, en différentiant,

cos5 âa -\- SHi5 do -i- sin5— cos5 — / f 5) = o.

De cette équation et de la première des équations (16) on tire

l '-^ + sin5 cosSô'a -+- sin-$ ô/; —y(5)sin5= Ci — cos5)cos9,

(20) I

I
'-

C0S-5 àa — sin5 cos5 0^ -+- /"5
; cos5 = C.'i — cosS) sin5.

Les équations (ig; et (20) permettent de séparer èa et èh, et

donnent

—-^ + oVtangS — / 5 —- — /'( 5)sin5 — Ci — cosS) cos9 = o,

'-^ ôbcoXa — /\0] ^^ -f- /'(5)cos5— C(r — cos5) sin5 = o;
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d'où

X(J f/(!;)tai)g=5+/'(5)(Hng5-^ C(i- cosô)]f/5.

(21] /

\ èb ^ •i;mO f
'

\j\0) co\H -f\0)co\.0 4- C(i - cos5)]r/5.

En elfecttiatit les intégrations, on trouve

a = -sin a/cos/ A(sin — cosO) — -^sinaS

-i (sin45 — sina&J H
12 2

,

J

, , , -h c(d ~ sinô) cosO,

1
r g

j
àb = ^ sin2/ cos/j — A(5sin5 -i- cosî) — -^ (i — cosaSj

I

-^

—

;^(cos2 5 — cos45) -1-

A

\
+ c{ô — sin5) sin5.

En portant ces valeurs dans la seconde des équations (i 6), on trouve

èc = cos-/ A(i — cos5) H—;^(cos5 5 — cos35) .

On déduit de là

âz = Rcos/rA(5 - sin5) + -^(^sin55 _ isinSs)]-

Soil ). rallongeiuent du ressort ou la valeur de qx pour — 2 un,

on a

X = Rcos/aw;: A,

ou, en remplaçant A par son expression (i4))

Jouin. de Math. (3« série), tome Hl. — Octobre 1877. 4 '
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formule dont on peut déduire des conséquences intéressantes quand

la section du ressort est circulaire ou carrée.

Des formules (22) on déduit aussi

ox := - sin 2 j — A ( 2 cos 5 -f- 5 sin 5 )
4- q cos 2 5

7 - cos 4 7 — cos254 i-2A — T^B

-;
: (5 sin 5 -r- cob5 -f- y cos 2 5 — t) .

cos/ \ 4 4/

0)= - Sin 2/ — A 5 cos 5 — I A — -'l5 -t- 5 sin 2 5 -+- -^(sni2y ^ 1

H ;
— 5 cos5 -H sm fj h T sin 2 5 ,

cos? \ 24/
pour les variations qui caractérisent la déformation transversale.
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Extrait d'une Lettre à M. Resal

;

Pak m. BRETOIV (de Champ),

IngcÊiiciii' en cliel' des Pouls et Chaussées en icliaite.

Dans une de nos conversations, vous avez Ijien vouhi m'avcrtir, avec

voire ol)ligeanc(' ordinaire, que diverses personnes se livraient à des

attaques contre moi au sujet d'un article que j'ai publié autrefois dans

ce Journnl, et dont voici le titre: Mémoire sur les Jorces centrifuges

développées dans les corps qui loulent.

Si j'ai bien compris, il paraîtrait qu'on me reproche d'avoir pré-

senté dans cet article, comme des vérités mathématiques rigoureu-

sement démontrées, certains résultats qui sont en opposition manifeste

avec ce qu'on enseigne jonrnollement dans les cours de iMécanique.

Permettez moi de xous dire (jue, si je n'avais pas été aussi complè-

tement assuré que je le suis de vos seulimenls de bonne amitié, j'aurais

refusé d'ajouter foi à une telle assertion.

J'ai supposé tout d'abord (]u'il devait y avoir là quelque malentendu
;

vous allez voir que je ne me trompais |)as.

L'article dont il s'agit fait partie du volume de ce Journal pour

l'année i'6.\o. Vous y remarquerez, page i^S, dans l'alinéa final, ce

passage :

« Nous ne devons point dissinuiler combien les conclusions de nos

fornniles nous inspirent peu de confiance dans leur exactitiule [)ar leiu-

singularité. En les pid)liant, nous conqitons que des esprits auxquels

la Mécanique sera plus familièic donneront l'explication de ce qu'il y a

de paradoxal dans ce! écrit, »

Ainsi donc, loin de présenter connue des vérités mathématiques

rigoureusement démontrées les conclusions qui semblent découler des
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formules auxquelles j'ai été conduit, je signale moi-même ces con-

clusions comme devant reposer sur quelque paradoxe.

Du reste, !a même pensée se révèle avec évidence dans d'autres pas-

sages qu'il vous sera bien facile de retrouver.

Vous le voyez, cette conclusion don! vous vous êtes ému et préoc-

cupé par intérêt pour moi, repose sur une méprise.

Ce futDelaunay qui montra où était le paradoxe; mais il crut n'avoir

pas besoin de faire observer que j'en avais moi-même annoncé l'exis-

tence (volume cité, p. rSg). Cet oubli est peut-être pour quelque chose

dans l'accusation portée aujourd'hui contre moi.
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yjpplications mrcaniques du Calcul des qiiatcniions ;

Pau 31. LAISANT,

Ancien ICIévc de l'École Polytechnique.

PRELIMINAIRES.

Le Calcul des qiiateriiions n'est pas une méthoilc nouvelle. Il v a

plus de vingt ans que firent publiées à Dublin, en i853, les Leclures

on qunleriiions, <lii géomètre anglais Hamilton, auquel la Science est

refievabie de cette remarquable méthode. Depuis, en Angleterre et

ailleurs, les savants ne dédaignèrent pas de s'occuper de ce nouveau

calcul
;
paraii les travaux qui s'y rapportent, il y a lieu surtout de citer

le Mémoire italien de M. Bellavitis, inséré eu i858 dans les Mémoires

de la Société italienne des Sciences de Modène.

M. Bellavitis considère le Calcul des quaternions comme une sorte

d'extension de sa méthode des équipollences, si féconde en o- qui touche

la Géométrie plane, méthode que j'ai essayé de faire connaître en

France par la traduction d'une des œuvres de ce géomètre
[*J

et sur

laquelle je n'ai pas à revenir ici. Mais, tandis que les régies du calcul

algébrique ordinaire s'appliquent exactement aux équipollences (ou

équations géométriques) du plan, il n'en est plus de même pour les

équations goméiriques de l'espace, que l'on considère dans la méthode

des cpiatcrnions. JVIalgré cela, M. liellavitis, eu se plarant à ce point de

*] Exposition de la méthode des équipollences. Paris, Gauthier-Villars, i8'j4-

Juiirn. de Math. (3' série), tome III. — Octobre 1877. '|2
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vue, en rattachant les deux méthodes l'une à l'autre, sut mettre dans

son exposition une extrême clarté, parvint à résumer dans un Mémoire

assez peu volumineux les principes essentiels du Calcul des quateriiions

et V introduisit même un certain nombre d'applications géométriques.

De nombreux travaux ultérieurs de M. Bella\ itis ont été publiés sur le

même sujet.

En 1866, parut à Londres l'ouvrage posthume d'Hamillon : Eléments

oj qunteniions, bvre qui peut être considéré à bon droit comme une

véritable encyclopédie mathématique. Depuis, l'un des disciples d'Ha-

millon, ]\1. Tait, a publié un traité des quaternions : Jn eleineiitary

trcntiseo/i quaternions, Oxford, 1-867, lequel a été réimprimé en 1873

avec quelques changements, ce qui semble accuser, de la part des

mathématiciens d'outre-Manche, un intérêt sérieux pour l'étude de ce

calcul. Enfin, en 1873 aussi, a été publié un ouvrage élémentaire;

Introduction to quaternions, de MM Tait et Kelland, qui contient de

nombreuses et intéressantes applications géométriques.

Cependant, celte méthode, dont on s'occupe eu Angleterre, en Italie,

en Allemagne, comme le montrent en particulier les travaux de Hankel,

ne semble pas avoir pénétre profondément en France, jnsqu'à présent.

Jusqu'en 1874, à notre connaissance, un seul travail a été publié sur

les quaternions, en 1862, par M. Allégret, sous le titre d'Essai sur le

Calcul des quaternions. M. Prouhet en rendait compte dans les iVo«pe//é'.y

Annales de Mathématiques (année i863, p. 333) et disait à ce propos :

« Inventer des expressions qui par elles-mêmes n'offrent aucun

sens à l'esprit, et chercher ensuite à leur en donner un parce que l'on

appelle une interprétation géométrique, n'est-ce pas comme si, après

avoir construit une belle phrase, on cherchait quelle pensée on pour-

rait bien y mettre. «

Cette critique, très-juste en elle-même, n'est pas applicable à la

méthode des quaternions, telle qu'elle a été conçue par Hamilton et

exposée par M. Bellavitis. Imaginer des symboles nouveaux pour

représenter des faits géométriques très-réels, ce n'est pas faire une

phrase pour se demander ensuite ce qu'elle pourrait bien signifier:

c'est simplifier et perfectionner la langue parlée et la langue écrite,
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c'est gagner en concision et en force; c'est par là même ouvrir la porte

à des aperçus notiveanx, car on sait combien le langage réagil sur la

pensée elle-même, en Mathématiques comme parlent.

Cependant le Calcul des qualcrnions ne semble pas avoir pris faveur

en France. Depuis 1862, personne ne s'en occupait plus, lorsque

M. HoùpI, en 1874, publia la dernière Partie de sa Tlicorie élémentaire

des quantités complexes. Cette Partie, qui forme un volume de près de

3()o ])ages, est exclusivement consacrée aux qiiaternions ; on y trouve

résumés les travaux de MM. Hamilton, Tait, Haiikel, Lellavitis : c'est

en somme un Traité complet sur la matière, dans lequel l'éminent pro-

fesseur de la Faculté de Bordeaux a introduit les plus heureuses modi-

fications aux notations anglaises. Les applications tiennent aussi une

assez grande place; mais la préoccupation de l'auteur a été principa-

lement l'exposé de la méthode, et les ap|)licatioiis données par

M. Hoiiel se bornent au domaine de la Géométrie.

11 m'a paru qu'il pouvait être intéressant de prendre |)our sujet

d'étude quelques-unes des nombieiises questions de JMécanique lation-

nelle auxquelles se prèle heureusement la méthode d'Hamilton. Beau-

coup d'entre elles ont été traitées, par l'inventeur lui-même, dans ses

Eléments nj qnnternions ; d'autres me sont au contraire personnelles,

sans qu'il me soit i)ossible d'inditpier d'une manière com|)lète C(> qui

m'appartient et ce qui est au contraire la propriété d'aulrui. En tous

cas, je crois pouvoir affirmer au moins que la méthode d'exposition

est sur tous les points nouvelle, et que l'introduction des notations

françaises de M. Iloûel, auxquelles je me suis constamment attaché,

est de nature à ajouter beaucoup de clarté aux développements. Il est

])ermis de croire que celte question des notations est pour quelque

chose dans l'abandon oii la plupart des géomètres français ont laissé

les quaternions.

Dans ce qui va suivre, je ne reviens pas sur les principes de la mé-

thode; j'ai pris pour base l'Ouvrage de M. lloûel, que je suppose connu,

et qui est trop complet pour que je songe à le refaire. D'ailleurs, mon
but n'est pas de donner une exposition nouvelle du calcul d'Hamilton,

mais bien d'en montrer les usages dans certaines questions de Méca-

nique. Parmi ce.s (piestions, je me suis efforcé surtout de choisir les plus

générales, celles par conséquent dont l'importance théorique est la
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plus grande, et j'ai divisé mon Mémoire en trois Parties : Cinématique,

Statique et Dynamique, suivant l'ordre généralement a(lo|oté aujour-

d'hui dans l'enseignement.

J'ai cru devoir suivre une marche constamment analytique, et n'ajj-

puyer aucun raisonnement sur des considérations géométriques, l'un

des principaux mérites des quaternions étant précisément de fournir, à

l'aide du calcul, des résultats dont l'interprétation concrète est ensuite

immédiate.

Je ne voudrais rien exagérer, et je crois qu'il serait inexact de préten-

dre que le Calcul des quaternions doive détrôner toutes les méthodes

précédentes et faire renoncer aux procédés employés jusqu'à présent

en Mécanique rationnelle. La méthode d'Hamilton n'est pas d'une appli-

cation universelle, non plus qu'aucune autre, mais elle me semble pré-

senter dans des cas nombreux de réels avantages: c'en est un déjà de

n'avoir à écrire qu'une seule équation au lieu de trois, comme cela a

lieu à chaque instant dans les questions de INIécanique; et ce serait un

tort, à mon sens, de se priver de ressources nouvelles, sous prétexte

que ces ressources ne sont pas d'un usage constant. Les difficultés du

début que l'on peut rencontrer dans l'étude des quaternions ne sont

pas en rapport avec les avantages que l'on en retire, une fois en pos-

session de la méthode.

Je ne saurais enfin me dispenser, sans manquer à l'amitié et à

la reconnaissance, de payer ici un juste tribut de remerciments à

M. Hoûel, dont les conseils affectueux et l'extrême bienveillance m'ont

été d'un grand secours, sans parler de son Ouvrage, par lequel il a

rendu un véritable service à tous ceux qui s'occupent de Mathématiques

en France.
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Première Partie : Cinématique.

Etude du mouvement d'un point matériel.

1. Si 1111 vecteur variable x est donné en fonction de quantités con-

stantes (algébriques ou non), et d'une variable réelle t, on pourra

l'exprimer sous la forme

(i) x=/(i).

Cette équation représente le lieu géométrique de l'extrémité du vec-

teur X, c'est-à-dire une certaine courbe de l'espace. Mais, si nous con-

sidérons le paramètre variable t comme représentant le temps écoulé

à partir d'un certain instant |)ris pour origine, il est visible que cette

équation exprime, en niéinc temps que la trajectoire dont nous venons

de parler, la manière dont celte trajectoire est parcourue par le point

mobile. En effet, à un instant donné quelconque, la position du mo-

bile se trouve complètement déterminée.

L'équation (i) est donc l'équation la plus générale du mouvement

d'un point mobile. Sur cette équation, nous pourrons opérer suivant

les l)esoiiis tous les calculs nécessaires, en nous conformant aux règles

de la mètbode des qiialernions. Nous jiourrons aussi la diffèrenlier et

la soumettre au calcul des dérivées, la variable t étant réelle.

2. La vitesse du mobile X est évidemment fournie par

en grandeur et en direction. Nous désignerons aussi cette vitesse

par x', .

En changeant de variable, et supposant pour un instant x exprimé

en fonction de la longueur de l'arc de la trajectoire, à partir d'une

Joiirn. de Matli. (3' série), tome lll. — Octodre 1877. 4'^
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certaine origine, nous avons encore

, , (Is

(3 ^.=^s-.-

Sous cette forme, la direction et la grandeur de la vitesse sont mises

lis
en évidence, carx^ = — est évidemment un vecteur unitaire dirigé sui-

ds
vaut la tangente à la trajectoire, el îEx', = — exprime la grandeur de

la vitesse.

3. Si nous décomposons x suivant trois directions non coplaiiaires

quelconques a,, Ao, A3, nous aurons

X oc * A. j ~'T'~ OC2^2 " 33'

d'où, pour la vitesse,

Or

rf,<-, d.r, dx,
-7- A

,
H r- -^ > -I rdt dt - dt

dx. , s, rf-f, dx-,
, ,,— A, =(j:,A,), , — A,-)- — A2=(X,A, -^.r^Aj), ;

de là résulte que, si l'on considère le mouvement projeté, soit sur un

axe quelconque A, , soit sur un plan quelconque (a, , a,), on peut énon-

cer ce théorème : La vitesse de la projection du point mobile est égale

à la projection de la vitesse du même point.

4. Si par le point pris pour origine on mené à chaque instant un

vecteur x' égal à celui qui représente la vitesse, l'extrémité de x' dé-

crira une trajectoire, dont la loi de description sera donnée par l'é-

quation

(4) ^'=/'(0-

Cette courbe représente ainsi la vitesse à chaque instant; elle est d'un

usage assez fréquent, et nous l'appellerons, avec Hamilton, l'iiodo-

graphe du mouvement considéré.

On remarquera que résiliation de l'hodographe (en même temps
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que àe sa loi de cJescriptioii
) s'obtient en prenant la dc'rivée c!e l'éqna-

tion du mouvement par rai)|)ort an temps.

Il est clair que riio(iogra| lie d'un uifiuvement uniforme est une

courbe sphérique de centre O, et que l'hodograpbe d'iui motivemeni

dans un plan est une courbe dans le même plan.

5. Puisque l'accélération se définit par la variation de la vitesse, on

voit immédiatement que cette accélération, à l'instant t, est donnée
par

Comme on peut écrire aussi x" = (x, )', , l'accélération est repré-

sentée par la vitesse du point correspondant de l'hodographe.

De la définition même de l'accélération il résulte d'ailleurs qu'ell'-

est située dans le plan osculateur de la trajectoire.

Si nous différentions la relation (3) par rapport à t, il vient

' '
'

e/t' ' </f / lit
X,

en appelant i> la grandeur de la vitesse.

Mais il est visible que x' exprime, en grandeur et en direction, l'in-

verse du rayon de courbure de la trajectoire en X (x', étant, comme il

importe de se le rappeler, un vecteur unitaire). L'accélération se

trouve donc décomposée en deux parties : l'accélération tangentiel/e,

dirigée suivant la tangente à la trajectoire, et dont la grandeur est

-;-; Vaccélérntiotî iinrnmle, dirigée suivant la normale principale, et

dont la grandeur est > si l'on appelle r le rayon de courbure.

6. Il suit immédiatement di- là que l'accélération normale est nulle

dans tout mouvement rectiligne, et que réciproquement, si l'accéléra-

tion normale est constamment nulle, le mouvement est rectilisne.

On voit aussi que, dans tout mouvement uniforme, l'accélération

taugentielle est ntdie; que dans un mouvement circulaire et uniforme

l'accélération normale est constante en grandeur.

43.
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Le théorème du n°5, qui s'applique à la projeclion du mouvement,

soit sur un axe fixe, soit sur un plan fixe, est vrai pour les accéléra-

tions comme pour les vitesses. On le démontrerait exactement de la

même manière que ci-dessus.

7. Lorsqu'on passe d'un point x à un point x -{- Ax. infiniment voi-

sin sur la trajectoire, l'accroissement Ax peut s'exprimer au moyeu de

la série de Tiiylor, par exemple sous 1 une ou l'autre des deux formes

suivantes :

\ ' ''
lis -2. di' b ds^

^ ' dt 2 dt' b dt^

Si l'on néglige dans la formule (7) les termes d'ordre supérieur au

rf-x

~d^
second, et si l'on remarque que -j^ est perpendiculaire à la tangente,

, 1

.

1
I r/' X j o • li-

on voit immédiatement que le terme - -— as- représente la distance

du point X -f- Ax à la tangente au point x. Ce terme peut se mettre

sous la forme - v-iL]dt-, et par suite la distance en question est égale

à la moitié de l'accélération normale multipliée par le carré de l'élé-

ment de temps.

La formule (8) nous montre, de son côté, que si l'on porte sur la

tangente en x une longueur égale à vdt, et si l'on joint l'extrémité de

cette longueur avec le point x + Ax, la ligne ainsi obtenue est expri-

mée, en grandeur et en direction, par la moitié de l'accélération totale

multipliée par le carré de l'élément de temps.

Enfin, le premier membre de cette même formule (8) pouvant s'é-

crire X -t- Ax — X, il en résulte, en prenant les dérivées par rapport

à t,

, ,
rf(x-f-Axl ds. d'x .

(9)
—

7,
= Hc^7iF ^^'

c'est-à-dire que la vitesse en un point infiniment voisin du point \. at-
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teint au bout du temps dt, peut se décomposer en deux parties, savoir :

1° la vitesse en x; i° l'accélération totale en x, multipliée par dt.

8. L'origine O peut être regardée comme le sommet d'un cône

ayant la trajectoire pour directrice, et dont chaque vecteur x est une

génératrice. Dans le temps dt, ce vecteur décrira un élément de la sur-

face de ce cône, représenté par le triangle ayant pour sommet O et

pour côtés X et X -+- dx. Le quotient de l'aire de ce triangle infiniment

petit par dt pourra être appelé vitesse aréolaire du point x, et nous

pourronsia représenter, en grandeur et en direction, par une longueur

mesurée par le même nombre et portée sur la perpendiculaire élevée

en O sur le plan tangent correspondant.

D'après cela, si nous représentons celte vitesse parv, nous pourrons

l'exprimer ainsi

(lo) V = -tJ . xx', .

Je propose d'appeler la trajectoire du point y hodogrnplie aréolaire

du mouvement.

En prenant la dérivée de la relation (lo) par rapport au temps, il

vient

(l l) y', = ; f. xx',' .

formule qui nous donne la vitesse sur l'hodographe aréolaire, ou, ce

qui revient au même, Vaccélération aréolaire du mouveraeni étudié.

Il n'est pas sans intérêt de remarquer qu'en appelant X le point

mobile, XV la vitesse, XJ son accélération, le second membre de

l'équation (lo) exprime faire du triangle OXV et le second membre

de l'équation (ii) l'aire du triangle OXJ. Colle seconde aire repré-

sente donc la dérivée de la première, en grandeur et en direction, et

par conséquent, si nous projetons ces deux triangles sur un plan fixe

quelconque. Taire du second mesurera la dérivée de l'aire du premier.

Ainsi :

Un point étant mobile dans l 'espace, soientJormés les deux triangles

ayant pour sommets : l'un ce point mobile^ l'extrémité de sa vitesse et
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lin pointfixe quelconque ; Vautre ce point mobile, Vextrémité de son

accélération et le même pointJlxe. Ces deux triangles étant projetés

sur un plan fixe quelconque, la projection de l'aire du second mesurera

la dérivée de la projection de l'aire du premier par rapport au temps.

Lorsqu'il s'agit d'un mouvement dans lequel les aires parcourues

sont proportionnelles aux temps, la vitesse aréolaire est constante en

grandeur, et par conséquent l'hodographe aréolaire est une coiu'be

sphérique de centre O.

S'il s'agit d'un mouvement qui a lieu dans un plan passant par O,

l'hodographe aréolaire se réduit à une droite normale à ce plan.

Si les deux circonstances précédentes se produisent simultanément,

l'hodographe aréolaire s'évanouit, se réduisant à un point. Dans ce

cas, le triangle formé par le vecteur x et l'accélération doit avoir une

aire nulle, c'est-à-dire que l'accélération passe constamment par le

point O.

Réciproquement, si ce dernier fait se produit, nous avons, d'après

(ii)et(io),
y', = o, y =: C,

de sorte que le mouvement se produit, dans un plan (normal à c),

avec une vitesse aréolaire constante.

La vitesse aréolaire sur l'hodographe aréolaire a jiour expression

(12) H îî (fxx'; t) xx° )
= — - X Sîxx', x" .

Cela nous montre que cette vitesse est dirigée dans un plan perpen-

diculaire à X (ce qui était évident), et en outre que sa grandeur est

3
exprimée par le produit de -^-OX par le volume du tétraèdre OXVJ.

Lorsqu'on étudie un mouvement rectiligne suivant une trajectoire

passant par l'origine, la notion de la vilesse aréolaire s'évanouit évi-

demment.

9. Nous pouvons, après ces considérations générales, chercher à

étudier plus particulièrement les circonstances d'un niouvenient qui

s'accomplit dans un plan. Prenons un point de ce plan comme origine
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el drterminoiis la [josition du point nioliile à chaque instant par ses

coordonnées polaires ordinaires, que nous apjiellerons /• el 0. (Il est

essentiel de ne pas confondre ravec r, que nous avons employé plus

haut pour représenter le rayon de courbure de la trajectoire.

,

Le mouvement pourra alors se représenter par l'équation

(i3) X = rv.\'',

A et li étant deux vecteurs unitaires, le premier perpendiculaire au

plan du mouvement, et le second dirigé dans ce plan.

Les coordonnées r et 5 doivent être regardées, bien entendu,

(Oiime deux fonctions du temps t; sera considéré comme rapporté

à l'angle droit pris pour unité.

En prenant les dérivées de l'équation (i3) par rap|)ort au temps,

nous avons, comme expression de la vitesse,

(là) --^ ^ — EA -f- /•— BA A.
^ ^' e/C de Jt

Celte formule i4) nous montre immédiatement que la vitesse se

compose de deux parties : la vitesse de Iranslulion -j suivant le ra\ on

vecteur; et la vitesse de circulation r -- perpendiculaire à ce même

rayon.

La vitesse angulaire vs\-—' ^^ ''^ vitesse areolaire se représente par

-r-— a; cette dernière est de duection constante, comme on la vu
2 Ut

plus haut.

Eu prenant encore la dérivée de l'équation (i 'i), nous avons

('5) -^ =
\j,p

- r
[j,) J

BA'4- [2 -^ ;^
-^^

_J
ba^a,

et nous voyons ainsi que l'accélération totale se décompose en deux

ijarties, l'une dirigée suivant le rayon vecteiu', de grandeur r(--i >
' ° ' ° ut' \dtj

et l autre, pernendiculauemeut, exprunee par 2 h r-—--
' ' '

' ^ itt di do
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Il serait possible également d'étudier un mouvemenl plan, en rap-

portant la position du point mobile à deux axes coordonnés dans ce

plan. L'équation du mouvement prendrait alors la forme

X = X, A,

se, et jTo étant fondions du temps.

Si l'on veut, en particulier, étudier le mouvement dont l'accélération

est constante et égale à A, il suffit évidemment d'intégrer l'équation

ce qui uonne

-^ =: AÏ H- B,

(l6) X =
-l
Ai^ -1- Bï -I- C.

c donne la position du mobile à l'origine des temps, B la vitesse ini-

tiale de ce mobile. En supposant l'origine O prise dans le plan (a, b),

il est clair que a, b, c sont coplanaires entre eux, et avec x. La trajec-

toire est donc une courbe plane, et il est aisé de reconnaître que c'est

une parabole. Eu choisissant pour origine la position initiale du

mobile, l'équation se réduit d'ailleurs à la forme plus simple

X = I A/- + Bt,

qui nous montre immédiatement que la trajectoire est une parabole

dont les diamètres sont dirigés suivant a, et dont b est la tangente à

l'origine.

En prenant ainsi la position initiale pour origine, la vitesse aréolaire

prend la forme simple |^ i- 11 ba, ce qui donne une propriété assez

intéressante.

Les propriétés diverses de ce mouvement, les problèmes auxquels il

donne lieu, pourraient être étudiés d'après l'algorithme des quater-

nions; mais nous préférons, sur ces questions si connues, nous en

tenir à quelques indications générales.
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10. Cherchons à former l'équation d'un mouvement dont l'accélé-

ration, passant par un point fixe, est proportionnelle à la distance

du mobile à ce j)oint Cixc. Nous exprimerons cette propriété par

l'équalion

('7) 7^-±'«-'^>

en prenant pour origine le point fixe. Le signe + du second membre

est rehitif au cas d'une accélération répulsive, et le signe — au cas

d'une accélération attractive.

En intégrant cette formule, on obtient pour la loi du mouvement

(i8) X = aCIi/»/ + B Sll/«<

dans le premier cas, et

(iq) X = Acosm/ + B sin w/

dans le second, a et b étant deux vecteurs arbitraires, mais constants.

Le mouvement représenté par la relation 18) a pour trajectoire une

hyperbole avant pour centre l'origine, et celui représenté parfit)) une

ellipse de même centre; A et li, dans les deux cas, sont deux demi-

diamètres conjugués.

La vitesse du premier de ces mouvements a pour expression

(20) ^ = m[s.S'i\iiit H- BCh/«0

et celle du second

—- = m(— Asin/»/ -+- wcosmt).
dr '

Nous voyons ainsi qu'à un facteur constant près cette vitesse s'ex-

prime par le demi-diamètre conjugué de celui qui aboutit au point

mobile; si bien que Ihodographe est, pour le premier mouvement,

une hyperbole homothétiiiue de la conjuguée de celle que parcourt

Jourii. de Math. (3* série), tome III. — Octobre 1877. 4'4
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le mobile; et, pour le second, une ellipse Ijomolhélique à la trajec-

toire.

Ces équations (i8) et (ig) permelfraient d'étudier les propriétés de

l'hyperbole et de l'ellipse; mais, ayant actuellement pour objet une

étude cinématique et non pas |)Tirement géométrique, nous n'enta-

merons pas une semblable digression.

11. Nous allons maintenant éiuciier un cas beaucoup plus intéres-

sant au point de vue des applications physiques, puisque c'est celui

des mouvements planétaires : nous voulons parler de l'hypothèse d'une

accélération centrale (appelant ainsi généralement celle qui passe con-

stamment par un point ou centre fixe) dont la grandeur est inverse-

ment proportionnelle au carré de la distance du centre au point

mobile.

Il est clair, tout d'aboid, d'après ce qu'on a vu au n° 8, que le

mouvement s'exécute dans un pl;in, et que la vitesse aréolaire est

constante. Maintenant, m représentant un facteur constant, nous

avons

, , rf'x nîUx
(22) -TT = 7^ ~:

;« est négatif dans le cas d'une accélération attractive, et positif pour

une accélération répulsive.

C'est celte équation (22) qu'il s'agit d'intégrer : la remarquable mé-

thode d'mtégration qui suit est celle qu'a employée Ilamilton.

_ . , . 1 dïX \ .-. dx ... ,On sait que, généralement, —— =il^-Donc, divisant par at, et

introduisant sons le signe 11 le facteur - x,

dUx Ux.U.x.x', Ux.c
23)

(<Lxi' (Cx-'

puisque la vitesse aréolaire -jtJxx', est constante.

Par conséquent,

124) -j- c = — m -——

>
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et de là

(25) x', .c = E — m.Mx.

Il est spulement à remarquer que le vecteur e, que nous introduisons

ici comme constante d'intégration, n'est pas absolument arbitraire. Ce

vecteur est assujetti à être perpendiculaire à c, c'esl-à-dire dirigé dans

le plan du mouvement, puisque ^x, .cr el 5>.('Ux.c) sont tous deux

nuls, ce qui donne ^i'ec = o.

Opérant sur (aS) par X > nous obtenons l'Iiodographe

(26) x', = EC"' — m.('ï|x)c-'.

J^es deux termes du second membre sont des expressions vecto-

rielles : le premier est constant, et le second a un module constant, et

ne varie qu'eu direction seulement. Il suit de là que l'bodograplie est

une circonférence, de même plan que la trajectoire, ayant pour centre

l'extrémité du vecteur ec~\ et pour rayon :î— •

' " ic

On peut encore déterminer l'Iiodographe par les deux équations sui-

vantes, écrites simultanément :

(27)
"^'^

' ^•.cx; -= o.

La première représente une sphère, et la seconde un plan passant

par l'origine, et aussi par le centre de la sphère.

Potu' avoir l'équation deia trajectoire, il suffît d'opérer par \1.x sur

celle de l'Iiodographe (2G), ce qui donne

(28) c — t). XEC~' -(- oiîx. c "',

ou, en opérant par5'.( )c,

(29) C- = ^EX + m€x,

ou enfin

(JO) »2.€x = ^.e(c-E-' - X).
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Sous cette dernière forme, nous reconnaissons ininiédiatement la

propriété du foyer et de la directrice. C'est en effet l'équation d'une

surface de révolution du second ordre, ayant pour axe e.

La trajectoire est donnée par l'intersection de cette surface avec le

plan

(3i) ^. ex. — o,

c'est-à-dire par l'ensemble des équations (3o) et (3i).

On reconnaît sans peine que l'origine est un foyer; que la distance

du foyer à la directrice est exprimée en grandeur et en direction par

„ , ,, . . , iÎE ,', ^ ,

'

c-E~ : que I excentricité est — ? et 1 axe tocai —
m' -+- k'

L'équation (26) peut encore se mettre sous la forme

( 32) (x', — EC"-' ',- = -f- m-. c~- = + — ;

d'où résultent immédiatement la forme circulaire de l'iiodographe et

la détermination de son centre et de son rayon.

Il est à remarquer, si nous nous rappelons l'expression de c, écrite

plus haut, que le rayon a pour valeur le quotient de la constante m
par la double vitesse aréolaire.

Suivant que (Le^Jw, l'origine O est intérieure ou extérieure au cercle

hodograpliique; si Ce = m, l'origine est alors sur la circonférence de

ce cercle.

12. Cette propriété fort remarquable des mouvements planétaires,

qu'Hamiltou déùgne sous le nom de loi de Vhodo^raphe circulaire, l'a

conduit à de nombreuses conséquences, que nous ne saurions repro-

duire ic!, même en partie, au moins pour le moment. Mais, avant de

quitter cette étude de la Cinématique d'un point, il ne sera peut-être

pas sans intérêt de voir comment l'illustre inventeur des quaternions a

étendu l'analyse du numéro précédent au cas d'une accéléralion cen-

trale quelconque.

Soit R f au lieu de mr"'^) la grandeur de l'accélération attractive,

répondant à la distance /' du mobile au centre fixe.
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Alors

(33 I x" = - R ÎIx = R/x-',

si nous remarquons que / = 8tx.

Prenant les dérivées, en ayant égard à la formule

Mx _- (I\

~ÛT ~ ^ T'

que nous avons rappelée plus haut, il vient

X, = — R, . lix , -r,

=:-r;mx+ -i!(x.ti(xx;),

ou, posant la double vitesse aréoiaire tl.xx', égale à c, comme plus

haut,

(34) x:=-R;i|Ix-h?^tlx.c.

Opérant parti. — ' en tenant compte de la formule '33), on a

(35) tr|4'=--c.
X, /'

Mais, ainsi que nous l'avons remarqué au n" 5, l'inverse du rayon

de couibure d'iuic courbe quelconque x, dirigé suivant la normale, a

pour expression le vecteur x" , appelé par Hamilton vecteur de cour-

bure. Et, eu se rappelant que x', ^ llx, , on peut transformer x" de la

manière suivante :

" ' ! ^/
X, = tV -,'•

X, X,

Le vecteur de courbure de t'/todogrnphe a donc pom- expression

— —1^-4-» ou, si nous remplaçons x" et tJ -^ par leurs valeurs (33)
Xj X, X,

et (35), et si nous ap|)elons r la grandeur îc de la double vitesse
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aréolaire,

(36) j^Uxc

Quant au rayon de courbure h de l'hodographe, il a pour valeur l'in-

verse du module de l'expression (36), ou

(37> /. = V^-

En langage ordinaire, cette formule (3-) peut se traduire par l'é-

noncé suivant :

Dans tout mouvement dont l'ctccélération passe par un centre fixe,

le rayon de courbure de l'hodographe a pour valeur le produit de Vaccé-

lération par le carré de la distance, divisé par le double de la vitesse

aréolaire.

Ce théorème nous donne, comme cas particulier, la loi de l'hodo-

graphe circulaire pour le cas de l'attraclion universelle, exaniiné dans

le numéro précédent. Il nous fournit en même temps la démonstration

de la réciproque de cette loi, c'est-à-dire que :

Pour tout mouvement d'accélération centrale, si l' hodograpke du

mouvement est un cercle, l'accélération est nécessairement en raison

inverse du carré de la distance du centre fixe au point mobile.

La formule (37J peut encore se transformer, en introduisant la

longueur p de la perpendiculaire abaissée fie l'origine sur la tangente

a riiodographe. On a, en effet, p = -> comme il est facile de le recon-

naître directement, et par suite

38) h = ?-,

3g) h=.^.

Celte dernière relation (3g; ne contient que des éléments relatifs à

l'hodographe, puisque R n'est autre chose que la vitesse sur cette courbe.

Elle nous fournit donc la condition pour qu'un mouvement donné
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soit le mouvement hodographique correspondant à un mouvement

d'accélération centrale. 11 faut, en outre, évidemment que le mouve-

ment donné s'exécute dans un plan unique.

On peut aussi retrouver ces conditions en cherchant à résoudre

directement le problème. Soit, en effet, z le mouvement donné. Le

mouvement x dont z est l'iiodographe s'exprimera par x := Jzdt; de

sorte que les conditions cherchées s'exprimeront elles-mêmes par

l'équation

(4o) '^. fz (il. z) — c,

c étant un vecteur constant.

Cette éq\iation peut en fournir d'autres, d'une interprétation plus

facile. Ainsi, eu en prenant deux fois successivement la dérivée, nous

avons

(/il) v.'Szdt.z;)=^o,

(42) î).(/zf/^z') + U.zz', = o.

De la formule (4i) on tire

j'z dt = Il z, ,

et par suite, en vertu de (4o\

^43) nV-z,z = c,

ce qui démontre que la courbe donnée doit être plane. De plus.

(44) hV.t.\z, + Î) zz; = o,

et, en éliminant u entre (43 et (44)i

(45) c.îiz;z, ==(Uzz;)%

doii l'on déduit immédiatement la relation (39).
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Mom'ement d'un solide autour d'un pointfixe.

13. On sait que la rotation d'une figure autour d'un axe fixe l,

l'amplitude de la rotation étant 2X, se représente dans le Calcul des

quaternions par l'opérateur l~'
( ) l', ou, si nous appelons L le qua-

ternion l'", par L~'
( )

L.

Nous ne nous arrêterons pas à démontrer cette proposition, ni à

montrer comment elle permet d'opérer très-simplement des composi-

tions de rotations entre elles ou avec des translations. Nous allons

seulement en déduire quelques conséquences, utiles pour la suite de

notre étude.

Considérons un vecteur a, qui subit la rotation que nous venons de

définir, ce qui le transforme en a,. Nous aurons

(46) L-'aL=^a,,

et nous pouvons aussi mettre cette formule sous la forme

(47) aL — Lx,.

Si nous décomposons le quaternion Z(que nous pouvons supposer

unitaire) en ses parties réelle et symbolique Z„ et £,, la formule (46)

nous donnera

(48) ^0*- — -^/aZ.,- -f- 2L„V. aI
i
= A,.

De même, la formule (47) nous donne

£,i(a — A,) = Z>/A| — aZ-,-,

d'où, en prenant les parties vectorielles de chaque terme,

(49) Z,o(a-A,)==11./.,-;A-+- A,).

14. Comme première application, cherchons à démontrer le célèbre

théorème, énoncé par d'Alembert, en ce qui concerne un mouvement
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infiniment petit, et consistant en ce que tout déplacement d un solide

dont un point est immobile équivaut à une rotation autour d'un certain

axe.

Prenons le point fixe pour origine, et soient a, n deux jioints du

coips qui deviennent respectivement a, et r,,. Je dis qu'on peut écrire

(5o) L~'aL = \,, L-'bZ, = B|,

et il est évident que, si l'on peut trouver un quaternion A salisfitisant

à ces deux équations, le théorème est démontré.

Or la formule (49)» qui se déduit de la première équation (5o , en

entraîne une pareille en n. Si nous les multiplions, et si nous prenons

ensuite les parties vectorielles, nous aurons

/4V.{\ — A,) n — D,) = V.V.Li{A -h a,)V.L,{b -+- n,)]

_ . =(b+ B,)^. Z:,-(a + A,)/.,
/ 5 1 ) (

' — Z,-^.Z,,-{a + aJ'B + B,)

= /,,§?. (a -I- \,)Li'(-B -+- n,).

Par suite, nous obtieiuirons la direction (]u vecteur A,, c'est-à-dire

de l'axe de rotation, en formant l'expression 1). (a — a,) b — b, .

Cette direction étant obtenue, tout est démontré en réalité; mais

nous pouvons nous proposer de rechercher en outre l'amplitude de la

rotation, que 1h formule nous donnera immédiatement, si nous remar-

quons que Z-o = cosÀ, Li = Lsin)., d'où

/r \ , "I £.U. U — a,)(b— B,)
Cia) lang-). —

S. (A -t- A, L; B -t- 8,
)

Cette expression s'interprète géométriquement avec la plus grande

facilité.

Il est bon de remarquer que la démonstralioii qui prérètle suppose

implicitement que le cotp-- n'a subi aucune détoniiation. Il est clair, en

effet, que c'est là une condition indispensable pour que les équations

(5o) soient satisfaites.

15. Soit maintenant un corps so\'H\e,\uohi\e d'une manière continue

Joiirn. de Matli. (S' série), lome III. — Oi.toiire 1S77. 4''
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autour d'un point fixe, que nous prendrons pour origine. Le mouve-

ment élémentaire de ce corps, à un insiant qu(4conque, sera, d'après

ce qui précède, une rotation infiniment petite autour d'iui axe (axe

instantané de rotation) passant par l'origine.

Désignons par x le vecteur d'un point déterminé du corps à l'instant

considéré; par t le vecteur unitaire suivant l'axe instantané (et dirigé

dans un sens tel que la rotation élémentaire s'accomplisse dans le sens

direct par rapport à cet axe)
;
par dO l'amplitude de la rotation élé-

mentaire. Nous aurons, pour passer au point infiniment voisin x -\- dx,

M M
^ " T -^ ,-

X -H flX = ï - XT

ou, négligeant les infiniment petits d'ordres supérieurs au premier,

X + ffX= I — T — xr-f-T — =XH (XT — TX,

et enfin

(53) fl'x = (^î.ll.XT.

Appelant w la vitesse angulaire y? et désignant par un accent les

dérivées prises par rapport au lemps, seule variable indépendante que

nous considérions ici, nous liroi.sde ià pour la vitesse du point x

(54) x' = wlU.XT = ojarsin ^xt)K. XT,

X étant la longueur du vecteur OX = x.

Ainsi, cette vitesse du point X a pour grandcin* le produit de la

vitesse angidaire par la distance du point X à l'axe instantané de rota-

lion ; elle est perpendiculaire au plan passant par OX et l'axe instan-

tané, et son sens est évidemment celui du mouvement, c'est-à-dire que,

pour un observateur placé sur l'axe OT, les pieds en O, elle se dirige

à gauche du plan TOX.
Aciuellement, considérons le déplacement total subi par le corps, à

partir d'une certaine position initiale. Ce déplacement équivaut aune
rotation finie Z~'

( )
L, en appelant L un certain quaternion que
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nous supposerons unitaire ; tie sorle que, si a est la position initiale du
vecteur X, nous aurons

(55j \ = L-'xL.

De là, en prenant les dérivées,

,

jx'= {L-')'aL -+- L-'kV = - L-'L'L-'.kL -+- L ' kL.L-'L
^"^ M = 2ÎI.(/:-<AZtl Z-'/y) = 2Î).(X.Î)Z-'Z'). •

Or,

D.Z-A'=^=.^ = Z-./.',

puisque nous avons su|)posé que L est un quaternion unitaire. Nous
pouvons donc écrire encore

(57) X'=r 2l).(xZ-'/.') = 2U.(Z-'aZ').

Ces nouvelles expressions de la vitesse seront utiles chaque fois que
l'on connaîtra le tiéplacenient total du corps, en fouclion du temps,

mais que le mouvement élémentaire ne sera pas directement donné.

Delà formule (55) on déduit aussi

;58) A = /.xA-',

et, eu prenant les dérivées,

(59) = Zx'Z-' + /yxz:-' + Zx(z-'j'.

La formule (58) exprime le déplacement total du corps, considéré

comme partant de la position au tem|)s t pour revenir à la position

initiale; ou, si l'on veut, le mouvemeiit apparent d'un corps en repos

absolu, raj)porté au corps mobile; par suite, la formule (5g) s'inter-

prète d'elle-iiiéme, et i.ous fournit ce tbéoreme bien coiuiu :

SiiM) ai un corps en reims.el N) un corps mobile autour d'un

point fixe, la i<itesse apparente d'un point considère' comme lie au
corps ( M , pour un observateur emporté par {IV), est égale et directe-
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ment opposée à la vitesse réelle du même point considéré comme lié

n{N).

16. On peut chercher à iléterminer l'axe insrautané, connaissant

seulement le iléplacement total en fonclion du temps; c'est ce que

permettra de faire la comparaison des formules (56) et (57) avec (54)-

Nous avons effectivement ainsi

«ÎI.XT= 2tJ.(xîl.Z-'Z')=: 2V.UL-'L'),

et, comme cette relation doit subsister, quel que soit x, c'est-à-dire pour

tous les points du corps,

(60) Tw = aZ-'/y = z.

Ce vectour z dirigé suivant l'axe instantané, tt il'une longueur pro-

portionnelle à la vitesse angulaire à chaque instant, peut nous fournir

un moyen de représenter le mouvement du corps, si nous le con-

struisons dans toutes les positions successives. Nous pourrons appeler

la courbe (z ) |>arcourne île cette manière Vhodographe (.\n mouvement.

Elle présente une grande analogie avec l'hodographe aréolaire dont

nous avons précédemment proposé l'emploi dans l'élude du mouve-

ment d'un point.

En prenant la dérivée de la formule (Go), on trouve pour la vitesse

sur l'hodographe

(6 1
)

z' = 2 [Z-' Z" - (Z- • Z' )=
J
= 2 Z-' Z" - ';

On a aussi, en vertu de la formide (54),

x' = tîxz = 4-(xz — zx),

et par dérivation

\ x" := 1) . (XZ' -i- x'z) =^ II.XZ' + Z'X — Z^'XZ

ce qui fournit une construction Irès-simple pour l'accélération, con-
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struction indépendanio, comme l'on voit, de la vitesse même du poinl

mobile.

Celte acc«''l(''i;iiioi) peut encore se mctire en fonction de L, sous la

forme

(63) x"=. 2(l1xZ:-'Z-" - L-\L'^L-'L).

17. La formule (60) nous donne pour équation de l'axe instantané,

.en désignant maintenant par z le vecteur d'tui point quelcon<jue de cet

axe, et par u un coefficient réel arbitraire,

(64) L=:uL-'L\

et par suite, en donuar.t à L dar.s celte dernière fornuile toutes ks

valeurs successivts que ce qualernion peut recevoir, c'est-à-dire en

faisant varier L avec le temps, l'équation (64) est celle de la surface

conique, lieu des positions successives dans iespace de tous les axes

iiislantanés.

Si, au contraire, nous ramenons chaque vecteur z à la position ini-

tiale du corps, il deviendra LzL~^ = y; et par conséquent

(65) y = uL'L-'

sera l'écpiation du cône, lieu des axes instautanrs, clans le corps ramené

a sa position initiale.

Ou sait que le mouvement que nous étudions n'est antre que le rou-

lenunt du cône (y) sur le cône (z).

Rien n'est plus facile que d'obtenir l'équation du cône ^\) trans-

porté avec le corps mobile dans une position particulière quelconque

de celui-ci, correspondant;'» la valeur A attribuée à L. Il suffit, en effet,

pour cela de faii'e subir au cône y la rotation A~'
( ) A, ce qui

donne

(66) v = «A-'Z'Z-' A.

Il esta remarquer qu'ici A est constant et L variable. Si l'on attri-

bue à L la valeur particulière A, il vient v = z. L'axe instantané est, en
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effet, une génératrice commune aisx deux cônes roulants, dans la

|)osition considérée.

Le p!,in tangent commun, le long de cel:te génératrice, est normal à

ia droile

67 U.zz' = kV>.L-'L'{L-'L' - ÎL-'L-] = "^z + 2t5zZ-'Z".

18. Soient x, y les vecteurs de deux points quelconques du corps

à un même instant. Nous avons, en vertu des formules (54) et (60), •

x' = î).xz, y' = Î1.tz,

et par conséquent

68) tl.x'y' = z^-.xzY = /iL'L'^.xL-'L'Y.

L'interprétation de la première partie de cette formule donne lieu à

la construction suivante.

X et Y étant les positions simultanées de deux points du corps,

OX' et OY' des droites égales et parallèles à leurs vitesses respectives

< t menées par l'origine, l'axe instantané OZ sera perpendiculaire au

plan OX'Y'. Portons sur celte droite une longueur OT quelconque,

et construisons les deux tétraèdres OTX'Y', OTXY. Le rapport des

volumes de ces deux solides nous donnera le carré de la vitesse angu-

laire.

Mouvements relatifs. — Théorème de Corinlis.

19. Soient \M' un milieu en repos absolu, et [N uti milieu mobile,

i-nlraîné à^un certain mouvement.

Si X est un point mobde dans l'espace d'une manière quelconque,

cl qu'un observateur soit emporté par le milieu (iV;, le mouvement du

point X rapporté à ce milieu supposé immobile sera le mouvement

leki I if i\u point, ou, ce qui revient au même, le mouvement apparent

pour l'observateur dont nous venons de parler. Le mouvement du

même point rapporté à (M) est au contraire son mouvement absolu.

I^e milieu i A'), supposé d'abord en coïncidence avec (j)V
,
peut être
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amené à sa position à un instant quelconque par les deux mouvements

successifs que voici : i°une tianshition tout d'une pièce; 2" ur.e cer-

taine rotation autour d'un point fixe. Soient s la translation, Z""V' ; Z.

la rotation. Si nous ramenons par la pensée le milieu [Ni à sa position

initiale avec le point X et si nous appelons xv le vecteur relatif de ce

point X ainsi ramené en X^, il est bien évident que nous aurons

(69) X = s + L~'x^L.

' Prenons les dérivées

(70) x' = [L-'x:L] + [s' + iL-')'XrL + L-'xj:\.

Le premier membre exprime la vitesse absolue ; la première quantité

entre crochets représente évidemment la vitesse relative dans In posi-

tion considérée. Quant à la seconde quantité entre crochets, c'est la

dérivée de s -+- L~' x^Z, x^ étant considéré comme constant. C'est donc

la vitesse d'entraînement, et nous pouvons dire que la vitesse absolue

a pour composantes la vitesse relative et la vitesse d'cntrainemenl.

Pour trouver maintenant l'accélération, prenons la dérivée de l'é-

quation (70', et i! viendra

^7»;

x"= [Z-'x;:/.] + [s"+ (L-')"x,L -t- L-' K,L" -f 2 /.-' 'x.L'j

-^ 2[:ir<fs',.L + L-'x',.L'].

On reconnaît comme tout à l'heure que les deux premières expressions

entre crochets sont l'accélération relative, et celle d'cntrainenient.

Quant à la troisième, c'est la dérivée de L~'s',L, x). étant supposé

constant ; desorte que si, purun point de l'axe autour duquel s'effectue

la rotation instantanée, nous menons une droite égale et parallèle à la

vitesse relative, la troisième quantité entre crochets représentera la

vitesse de l'extrémité de celle droite, dans le mouvement de rotation.

Ainsi :

L'accélération absolue s'obtient par la composition :

1° De l'accélération relative;

2° De l'accclération d'entraînement ;
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3° Du double de la vitesse de rexlréinité de la vitesse relalii'ej,

dans le mouvement de rotation instantanée, cette vitesse relative étant

transportée parallèlement à elle-même de manière que son origine

tombe en un point de l'axe instantané.

On remarquera que cet énoncé du tlicorème de Coriolis est un peu

différent de celui qu'on donne dans la pluparl des traités classiques.

Celui-ci nous parait avoir l'avantage de faire disparaître immédiatement

toute ambiguïté sur le sens de la troisième composante. Quant à sa

grandeur, il résulte évidemment de l'énoncé précédent qu'elle est égale

à acoi'rSiuT, u étant la vitesse angulaire instantanée, c,. la vitesse rela-

tive, et T l'angle de cette vitesse .'ivec l'axe instant^ané.

On déduirait aussi cette ex|)ression de \'accélératio?i centrifuge com-

posée, de la foru)ule (54j ci-dessus, laquelle en donne en même temps

la direction et le sens.

Il semble difficile d'imaginer une démonstration analytique plus

simple de ce théorème important.

Deuxième Partie : Statique.

Représentation desforces, des moments et des couples.

20. On sait qu'une force peut se représenter par une droite en

longueur et en direction. Si donc le point d'application est donné, et

pris pour origine, par exem])le, nous pourrons exprimer la force en

question par le vecteur f. IMais il y a une distinction importante à

établir; c'est que la position du vecteur f dans l'espace ne le modifie

en rien, au point de vue de ses propriétés analytiques ; il reste toujours

égal à lui-même lorsqu'il se transporte ainsi parallèlement ; tandis que

l'action de la force, au contraire, est essentiellement dépendante de sa

position absolue dans l'espace, en même temps que de sa grandeur et

de sa direction.

Conséquemment, pour bien définir une force AF, a|)i)liquée en un
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point A, nous nous donnerons à la fois ie vecteur f = AF; el «lussi

le vecteur a = OA «lu point d'application, O étant une origine fixe

arbitraire.

f.e moment de la force dont nous venons de parier, p:ir rap|)ort a

l'origine, a pour valeur «L. IKaf, et il est dirigé dans le plan OAF.

Le moment de la même force par rapport à un point quelconque Cl

de l'espace, donné parc = OC sera (t. IL 'a — c)f, et sa direction est

celle du plan CAF.

Nous ne nous arrêterons pas à démontrer en partant de ces ex|)res-

sions les théorèmes simples sur les moments que l'on trouve dans tous

les traités de ISIécanique rationnelle; mais il nous est impossible de ne

pas indiquer immédiatement lu représentation de la conception si

remarquable de Poinsot : la notion du couple s'introduit en effet ici

comme d'elle-même, puisqu'on peut dire qu'un couple n'est qu un

certain moment donné eu grandeur et en direction. Et, d'après ce qui

précède, on voit que le couple AF, OF"'], formé de la force F" ci-

dessus et d'une force opposée appliquée à l'origine, a pour expression

— IL A F ou IL FA, .

et que le couple AF, CF"j, C étant un point arbitraire, a pour

expression

W f(a-c),

en représentant les couples par leurs a.ves, comme le fait Poinsot.

Par suite, la composition des couples s'effectuera par une simple

addition de vecteurs, de même que la composition des forces apj)li-

quéesen un même point.

Si nous convenons de représenter par f, la force f appliqitée en a.

et par ri*) le couple formé de la force -f- f appliquée en A, et — f

appliquée en b, nous pouvons écrire

(1) F.^ = Fv — Fi,-i- Fo= Fo-^ F ri = FoH- [t) FA
J ,

(2) F, = F.»— F„-i- Fb= Fn-h F (*j = F, 4-
[ IL F ; A — b)

] ;

Joiirn. de Math. (3* série\ tome lit. — Octobre iS-;7. l\^



;^54 LAISANT.

nous mettons seulement entre crochets les V, qui représentent des.

couples, pour éviter toute confusion, puisqu'il s'agit ici d'une repré-

sentation symbolique, et que les couples sont irréductibles avec les

forces. C'est ce que nous ferons constamment dans nos calculs, chaque

fois que des forces et des couples y figiu'eront simultanément. Les quan-

tités entre crochets devront toujours se calculer séparément, et ne se

combineront qu'entre elles. Nous ferons, au contraire, disparaître les

crochets lorsque nous ne considérerons que des couples, puisqu'il n'y

aura plus aucune confusion à redouter.

Il importe de ne pas perdre de vue la notation

(3) [1!.ML| = Ml — Mo = — (Mq — Ml) = (Lo— Lj,) = — (Lm — Lo).

On a aussi

Lm -I- Ml = Lo -i- Mo = ( L -i- M jo

,

Lji ~ Ml — Lo — Mo -:- 2 L ( \ = Lo — Mo — 2 M ( j

= Lo — Mo -i- 2 [11. lm] = Lo — Mo — 2 [IL Ml].

Il est à remarquer que, dans la notation f ('
)
^'U.f(a — eJ, nous

pouvons, sans altérer la valeur, ajouter un vecteur quelconque aux

deux vecteurs entre parenthèses. En faisant permuter ces deux vecteurs,

nous changeons le signe. Le vecteur inférieur étant réduit à zéro, nous

pouvons aussi faire permuter f avec le vecteur supérieur, et il en ré-

sulte encore un simple changement de signe. Ainsi

/

F
(A — B\ B\ /B — A\

' 2 B A
I
=:— F

:a— b/

Toutes ces transformations, et celles qu'on pourrait encore déduire de

là, sont d'une interprétation très-facile.

Le moment d'une force F.; pur rapport à un axe z passant par l'on-
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gine a pour expression — ^(z. tlPAj = — ^.zvs.— — ^.tkz, si nous

prenons pour z un vecteur unitaire. Si deux quelconques des trois élé-

ments F, A, z deviennent parallèles, le moment devient nul. Il en est

de même si z est dirigé, en général, dans le plan passant par l'origine

et la force.

Centres de gravité.

2!. Si Y --f'e, f' =y"F, ... .«iont des forces parallèles appliquées

respectivement en des points a', a", ..., Fêtant un vecteur unitaire,

leur résultante sera une force r — If.v, ap|)liquée en un certain

point G, lequel n'est autre que le centre des forces parallèles consi-

dérées, ou, en d'autres termes, le centre de gravité des points a', a , . .

.

de poidsf.,/",
Pour déterminer le centre de gravité, prenons les moments de toutes

ces forces par rapport à un axe quelconque z passant par l'origine. Le

moment de la résultante étant égal à la somme des moments des com-

posantes, nous aurons, d'après ce qui vient d'être dit,

,^. RCZ = 1S>. FAZ

on

^. (:•/ F.GZ)=. ^. (F.i/A.z).

De là, cette relation devant subsister quel que soit z, nous pouvons

y satisfaire en écrivant

v/.g = 2/a,

ou

(5) G = g-

Cette valeur de g est indépendanle de f. Il est bien clair, en effet,

qu'on n'altérerait pas la relation ci-dessus en S^, en ajoutant à o un

vecteur quelconque parallèle à f. M lis, en nous imposant la condition

que le point g soit indépendant de la direction de f, nous avons né-

cessairement la formule (5).

46..
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22. Le ceufre de gravité d'un corps solide (supposé continu), de

poids P, de volume t» et de densité p au point a, sera donné par

(6) G = -~L^ ,

le signe i étant une certaine intégrale qui s'étend jusqu'aux limites

du cor|)s. Si celui-ci est homogène,

(7) ^=
.,

•

Ces formules sont également applicables aux surfaces et aux lignes,

en supposant que v représente alors luie aire ou une longueur.

23. La formule (5) nous permet d'établir une propriété assez im-

portante du centre de gravité. Si, pour chaque point a d'un système,

on fait le produit du poids (ou de la masse) par le carré de la dislance

à un point fixe c, on a

-/(A -Cr= -/a^ -/c^ + 2/^AC

- -/A^-i-5.-.(-^/A-/cJC.

Si nous faisons, pour toi.t le système considéré, la somme de ces

moments d" inertie polaire, nous avons

Cherchons le minimum de ce moment total d'inertie polaire. Pour

cela, donnons à c un accroissement de, et prenons la différentielle.

Nous aurons

(8) '.^.{ljA-lJ.c)dc,

et, si elle se réduit à zéro quel que soit c/c, il vient
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Ce point c est celui pour lequel a lieu le niinitnum. La comparaison

avec la formule (5) nous inouire que c = o, si bien que le centre de

gravité d'un corps est le point pour lequel le moment d'inertie polaire

est minimum.

L'expression dilférenliclle (8) peut encore s'écrire

et, comme elle s'annule pour tout déplacement rlc perpendiculaire à

G — C, il en résulte que le moment d'i/ieitir polaire total est le mr^nie

pour tous les points crime sphère quelconque ayant son centre au centi»-

de gravité.

1Ï. Pour éviter des développements trop étendus, je n'ai point

l'intention d'étudier ici les nombreuses propriétés des centres de gra-

vité. J'en ai indiqué qiielques-imes dans une addition à ma traduction

de la Méthode (les cqnipollences, de ÎVL Bellavitis, et il est à remarquer

que les conclusions trouvées à ce sujet dans le plan s'étendent immé-

diatement à l'espace, puisque les vecteurs ne sont ici cond^inés que

par voie d'addition. Ces diverses propriétés ne sont du reste que îles

conséquences élémentaires de la formule (5 .

Mais, comme exemple très-simple de l'utilité de cette formule, nous

allons traiter un seul cas, celui du centre de gravité d'un arc d'Iiélici-

homogène.

Soient r le rayon du cylindre, k le pas de l'hélice. Prenons trois axes

rectangulaires, dirigés, l'un suivant le rayon du cylindre aboutissant à

l'origine de l'arc donné, le second perpendiculairement au précédent

et à l'axe du cylindre, le troisième suivant l'axe du cylindre ; et soient

respectivement i,, i.,, i, des vecteurs unitaires suivant ces axes.

L'hélice est représentée par l'équation

de

x =^ /cosf.i.-t- /sin/.u-t- -7 ii^
- 4 3

/•sinf.i, - rcoit.i^-h TI3) cil.
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Pour appliquer la formule (5), il faut y reoiplacer a par x,y par cis,

et alors

/ \/ ''' ~^ ~r ('"cos/.i,-(- rsinM;-f- y <i3
1
dt

A+^-'^'
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appliquées sur un corps solide en a, , Ao, a,, La condition d'équilibre

du système considéré peut évidemment s'écrire sons la forme

(il) 2f,v==o,

on, en vertu de l'équation (i),

(12) 2Fo4- [2t).FA]r= O.

Nous rappelant l'irrédiictihilité des forces avec les couples, et sup-

primant, pour simplifier, l'indice zéro des forces appliquées à l'origine,

nous voyons que cette condition se décompose dans les deux sui-

vantes :

( i3; 2f = o,

(i4) 2ÎJfa = o.

Maintenant, x étant un vecteur arhitr.iire, la relation fi3) nous

donne t).x2F = o, et par conséquent

(iS) 11.X2F = I.IUf,

ou

(16) 2tl.F(A - X) = o,

et réciproquement, si cette relation a lieu quel riur, soit x, on en déduit

(i3)et(i4).

Donc la condition (16) est équivalente à (1 2) ou (i 1), et exprime à

elle seule l'équilibre du système.

Il est facile, du reste. (rinter|)réierces diverses formules séparément.

Ainsi (i3j signifie que la somme (ou résultante) de toutes les forces

transportées à l'origine est nulle
;
(i4)» que le couple résultant produit

par le transport des forces à l'origine est nul
;
(la), que ces deux con-

ditions sont à la fois réalisées; {i5) ou (16), que \e couple résultant.

produit par le transport des forces en un point quelconque x, est nul.

Celte dernière condition est donc nécessaire et suffisante pour que l'é-

quilibre ait lieu.
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26. Supposons que la coiulition suivante soit remplie :

(17) ^ If 1V.F^) = o,

sans que 2f s'annule.

Alors(i5)ou 16) représente une droite en prenant x comme vecteur

variable, et le système des forces considérées a une résultante unique

If = R, appliquée en un point quelconque x de cette droite : car

P,^ = Ro -+- [11. Rx] = 2fo -+- [2. 11. fa] = l.F,,

en vertu de i5).

La condition 17^ exprime que la direction de la résultante est située

dans le plan du couple résultant.

Si la relation (i3) est satisfaite, mais que (t4) ne le soit p^s, le sy.s-

tènie des forces se réduit au contraire à un couple exprimé par [211. fa],

quelle que soit du reste la position de l'origine.

Tout à l'heure le système tendait à produire une iran<.latioii,e\. dans

le dernier cas, il tend à prorluire une rotation.

Si maintenant ni l'une ni l'autre des équations (1 3) et (i4) n'est satis-

faite, nous poTXVons chercher à déterminer le point x, de telle sorte que

la force résultante soit perpendiculaire au plan du couple résultant,

produit par le transport au point x. Cela nous donnera la condition

lU^F.Sll.F A - X ] = o,

ou

18 il î^ = O.
ÏF

Otte équation, en prenant x comme variable, représente une droite

autour de laquelle les forces tendent à faire tourner le solide, et suivant

laquelle elles tendent à le transporter. En d'autres termes, c'est l'axe

du mouvement de vis que tendent à produire les forces en question.

Nous l'appellerons axe cent/ai du système.

On arrive encore à déterminer cet axe par la condition que

£[211.f(a — x)]soit im minimum, ce qui fournit une nouvelle pro-

priété d'iui énoncé facile. Diins ce but, posons pour un instant If = r,
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coiiimo plus liHut, et missi ^tî.Fv = c. L'expression à rendre niiiii-

miiin est %{c — îlnx) = ®(c — y), si nous écrivons 1)rx = y. Élevant

au carré,

— £-; c — t) = c- H- Y- — CY — YC,

et formant la dérivée, à un facteur réel prés, nous avons

Yf/y +- ^/y Y — ce/y — chc

= (y — cj^y + é?y(y— c) = 2^. (y — cj^^y

= 2^.(11. :iFX - lVFA.)lFdx

= - 9.^.HxX^[lF.lV.F(x - a)].

Si nous égalons cette dérivée à zéro, quel que soil d\, nous trouvons

immédiatement la relation (18) pour le cas du minimum.

Cela serait facile à démontrer aussi géométriquement.

27. ,\vec les notations quenous venons d'employer, l'équation (18)

de l'axe peut s'écrire

(,0) ti(Jil^)^iri ou ^"^ = t3^

Si nous prenons le vecteur x abaissé perpendiculairement de l'ori-

gine jur cette droite, nous voyons qu'il s'exprime par 11 -> car alors

HIrx = RX.

D'autre part, la valeur du moment central, c'est-à-dire du moment
par rapport à l'axe central est £ c — IIrx , x représentant l'un quel-

conque des ])oints de l'axe central, et si nous divisons la grandeur de

Ci moment par celle de la résultante h, nous avons

t
\R H / \B b/ R R

il suit de là que, si nous posons - = (^ = ^^ H- Ç,, un quaternion,

les deux éléments Ç„ et Ç), s'interprètent comme nous venons de le dire.

J.e quaternion (^ peut encore s ecrne —^:

—

•> et par suite se lorme im-
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niédiatement avec les données ; et nous voyons qne, si sa partie réelle

s'annule, le système peut se comijoser en une résultante unique. Si,

an contraire, c'est son vecteur qui est égal à zéro, alors l'axe central

(In système passe par l'origine.

Prenons maintenant un nouveau quaternion auxiliaire

(2o^ 5 = 5o + 5, = — = Ç+H^.

Alors

(21) Q„ = So — j,

et l'expression j'If 01: jr représente l'axe du couple central en grandeur

et en direction.

De plus,

(22^ 5, ^ a -t- i^-^ = K
^

• ^ iF

est le vecteur d'un point K situé sur l'axe central, et dont la posilion

sur cet axe est complètement indépendante du choix de l'origine.

28. Ces formules nous conduisent immédiatement aux transfor-

mations suivantes :•

(23) If .\ = lF.{j -h k) = n j -h k).

; 24) (t^FA = ^1f. vy- — R- = QLr. y/- — k-,

(25) I^Ifa = /2f 4- t1i .Sf.kï, ou c = /r + 11.rk,

(26) ZtJÏ.FA)^ = /-'I;f)--}- [11(2f.k']-, ou C- =y'-R=+ ,11.RK -.

La formule aS nous montre que le couple résultant du transport

de toutes les forces en un même point O varie généralement en direction

et en grandeur a\ec ht position de ce point; tandis que, d'après (26),

nous voyons que la grandeur du moment de ce couple est la même
pour tous les points d'une surface cylindrique de révolution ayantpoin'

axe Taxe central.

En appelant moment complet d'une force i\ par rapport à l'origine le

(piaternion fa, le premier membre de (23), ^fa, nous représentera le
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moment complet du système tout entier ; et, d'après (24,, '^ gin/uleur

de ce moment complet reste constante lorsque l'origine se dt-place siu'

une surface sphérique ayant pour centre le point K, Si l'origine est prise

au point K lui-uièiie, cette grandeur devient alors égale à celle (\i\

moment centr.d.

Nous désignerons ce point K sous le nom de centre du système.

On a déjà remarqué sans doute l'analogie entre la formule 20) qui

fournit le point K, et la formule "î donnant le centre G d'un système

des forces parallèles. Le |)oint K coïncide en effet avec G si les forces

que nous étudions ici deviennent toutes parallèles entre elles; et ce

centre, comme on Ta déjà vu du reste, est indépendant de la direction

de ces forces, si bien que lorsqu'elles tournent respectivement autour

de leurs points d'application sans changer de grandeur et en restant

parallèles, leur résultante unique, considérée comme appliquée en G,

tourne également autour de ce point.

29. Supposons maintenant les forces f, non plus |Kirallèles entre

elles, mais parallèles à un même plan. Si nous les faisons tourner res-

pectivement d'un même angle et dans le même sens, autour d'axes

perpendiculaires à ce plan, sans changer leurs points d'application,

chaque force f se transformera en Lr, L étant un certain quaternion

unitaire ayant pour axe la direction des axes de rotation. Le nouveau

centre des forces sera donc fourni par l'expression

I 27 I , - = -; = — = / -H K.

Ainsi, lorsque les forces tournent comme nous venons de le dire, \i

centre des forces n'éprouve aucune variation, non plus que le moment

central.

Si toutes les forcer sont dans un même plan, alors, en pienani l'ori-

gine dans ce plan, tous les vecteurs f et a sotit copl.inaires, et Ion voit

sans peine que le point K est situé dans le même plan.

Ce point K, dans ce cas jiarticidier, est le même que celui qu'on

détermine pour un tel système de forces dans la méthode des équipol-

lences (vo/Vv, par exemple. Exposition de la méthode des ctjnipol-

47"
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lerices, par M. Bellavitis, n" 120) ; mais l';ilgorilliine des équipollences

n'étant pas le mémo que celui des quaternions, la formule qui fournit

ce point n'a plus la même forme. Ainsi, en continuant de représenter

les vecteurs par les mêmes lettres, mais employant par ailleurs les

notations de M. Bellavitis, le point K serait donné par la relation

SCJF

Dans les équipollences, en effet, toutes les expressions qu'on obtient,

et en particulier le numérateur du second membre de l'équation qui

précède,représententdesvecteurscoplanaires; en outre, la multiplication

est toujours commutative, et les lègles de calcul sont essentiellement

différentes. Si l'on se rappelle quedansla mélliode dont nous parlons

tout vocteur s'exprime par une quaiitité in aginaire ordinaire de la

forme a- -hj'i, on voit qu'en posant f = a ~ bi, la formule que nous

1 I
~. (a — ii) A . , , ,venons de rappeler revient a k = —-. rV' et si ou la rapproclie de

' ' x.[a — bi) ' '

celle qui donne le centre de gravité ordinaire, aussi bien dans le calcul

des équipollences que dans celui des quaternions, on peut dire que le

point R est le centre de gravite d'iai certain nombre de points situes

dans un même plan et affectés de masses ii>ia^inaires.

Cette digression relative aux. équipollences nous a semblé iilile en

ce qu'elle montre que les résultats que nous avons obtenus par les

quaternions constituent une généralisation de ceux-ci; de sorte qu'un

langage qui parait tout d'abord exclusivement symbolique prend au

contraire une signification réelle et physique très-nette, par le secours

des nouvelles méthodes; et qu'il s'étend même parfois (comme nous

venons de le voir en passant des équipollences aux quaternions) sans

rien perdre de sa réalité.

50. I.a transformai ion de F en Zf, que nous avons effectuée au com-

mencement du numéro précédent, est applicable au cas d'un système

quelconque; mais elle n'a plus d'intérêt comme application, parce

que les vecteurs se transforment en quaternions, de sorte que toute

interprétation devient impossible.

Clierclions, au lieu de cela, à faire tourner chaque force autour d'un
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axe de direclion l donnée, l'amplitude 2X de la rotation étant la même;

F alors deviendra l~'fl' ; et, pour trouver ce que devient le qu ilcrniou

^f.Ifa.

EfFectuiint la .mbstitution indiquée, nous avons

,î~' If Ifl' \ = —- l~'2f f 2lfal' — 2sin/3 fII al)

11/
(28)

I = L ' — l' — 2 sm /. L

Si nous supposons le cas p.iiticidier où tous les points d'application

sont situés sur une même droite passant par l'origine, et si nous pre-

nons celle droi;e pour axe de rotation L, nous voyons que V al s'é-

vanouit; alors le terme ~ n'a fait que subir une rotation pareille à

celle des forces, de telle sorte que le cenire des forces a tourné lui

aussi du même angle autour de l'axe L, et que le moment central n'a

subi aucune altération.

Au contraire, si tous les |)oinls a sont coplanaires avec l'origine, et

qu'on prenne ('es axes normaux à leur plan, on trouve que la rotation

des forces a i)our elfet de transformer ~ en ir' ~ l~' .

51. Des dévJoppimcuts cpà |irécédent on peut déduire une autre

forme de l'équation générale de l'équilibre précédemmmt établie

(n" *2'6). Il suftîl d'égaler le moment complet Ifa à une quantité réelle

constante /H, indépi ndante de l'oi'igine. En effet, l'équation

(29) Ifa = m

équivaut (n" 28) à

ji\ 4- RK = m ou yn -H tJ RK = o,

c'est-à-dire c = o, quelle que soit l'origine; ce qui est luie condition

nécessaire et suffisante de l'équilibre, comme nous l'avons déjà dit.
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Hamillon propose d'appeler la constante m tension totale du sys-

tème.

52. Un système quelconque de forces étant donné, proposons-nous

de trouver deux forces x, t, qui, appliquées en m, n, soient équiva-

lentes au système priniitil.

Nous avons

::)
Xm = Xo + x„ — x„ = Xo+ X

Y,v = To -+- Y, — V„ = Yo + Y
^ ^ j

.

Les équations à résoudre sont donc

3o) X -H- Y = R, V X M -f- 11 YN — C,

d'où
11. XM -h V .(b — x) :v = c,

11 . X ( M — n) = c — 11 RN,

X = l'c — Uen'î f- O-i'm — JN').

il — N ' '

On trouverait une valeur analogue pour y. Comme x, y doivent élre

des vecteurs, la condition de possibilité du problème est

^*.(c — 11 rn) = o.

Du reste, celle condition étant remplie, les termes en a- et ) peu-

vent être omis, comme exprimant des forces opposées agissant le long

de la même droite m — n.

53. Il est possible d'établir enfin sous une nouvelle forme l'équa-

tion d'équilibre d'un corps solide, en employant le principe du travail

virtuel. En effet, A étant toujours 1;^ point d'applitcation de la force r,

et 5a représentant le déplacement du point d';ipplication, nous voyons

sans peine que le travail correspondant de la force f est représenté par

— ^ . FrÎA, de sorte que l'équation chercbée est

2S.- F A r= O

.
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Il est facile de recoiinaitre que cette équation résume les formules

(i3)et (i4) ci-dessus; car le déplacement le plus général d'un corps

solide équivaut à une translation et une rotation; la translation peut

se représenter par e, et la rotation [n° 15, foiraule ( 53}], par V . \t.

i: et T étant des vecteurs infiniment peùls, puisqu'il s'agit d'un dépla-

cement élémentaire. Ainsi c?a = e -i- Va-i, et

^.FfJA = ^.IF. -;- ^.f11aT= ^.FE-l-^.TtJFA,

d'où

If = o, et 1Vf\

Moments d'inertie.

51. Le moment d'inertie d'un système matériel par rapport à un

axe est fourni par la somme des produits obtenus en multipliant la

niasse de chaque point matériel du système par le carré de sa distance

à l'axe considéré.

Prenons l'origine A sur cet axe, et soient x un vecteur dirigé sui-

vant l'axe en question, et m le vecteur aboutissant au point M du sys-

tème, point dont !a masse est m. Le moment d'inertie sera

ou

(32) x-^2./n(îl..ux)-.

En posant

(33) ax = 2 myïV.M\ = xlmM- — l.iHM^Mx,

Gx sera une fonction vectorielle, linéaire et conjuguée à plIc-mème, et

le moment d'inertie pourra encore èlre mis sous la lorme

(34) -$.x-'Dx.
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5o. Jusqu'à présent, le module de x esl absolument arbitraire; si

nous le prenons maintenant égal à l'inverse de la racine carrée du
moment d'inertie, il est visible que nous aurons

(35) ^VxDx^i

pour équation du lieu des CNtrémités des vecteurs x. On reconnaît im-

médiatement sous celte forme l'ellipsoïde d'inertie.

Cet ellipsoïde a pour centre l'origine A. Cherchons maintenant le

moment d'inertie du même système par rapport à un axe parallèle à x,

mais passant par un autre point donné B; soit b le vecteur AB. Le mo-
ment cherché s'obtiendra en remplaçant m par m — b dans l'expres-

sion ( 32) ci-dessus. Ce sera donc

1,36) x--m [H .X (h — b)]^ = x--lin (tlx m)= + x-= :• w(Ux b)*

— 2x~^Im^ . (Uxm.ÎIxb),

ce qui donne, en appelant a le moment d'inertie par rapport à l'axe

passant par le point A; Z> le moment d'inertie par rapport à l'axe pas-

sant par le point B; OIV la masse totale Im du système; G le centre de

gravité; g le vecleur AG = -rrr-: et p la distance ®(t1.BtJx) du point B

à l'axe X passant par A,

(37) b = a + p-DY^-h 2 0rL^(BX-' tlxc).

Si l'axe x issu du point A passe par le centre de gravité, nous avons

11 XG = o, et, par conséquent,

( 38 )
/; = rt + p= OK.

,

résidtat bien connu et auquel nous ne nous arrêterons pas.

56. Il résulte de ce qui précède et de la théorie d'Hamiiton sur l'in-

version de la fonction linéaire et vectorielle D, que les valeurs des trois

moments d'inertie principaux a,, a.,, a, en un point quelconque sont

données par l'équation du Iroisieme degré

'39) a.-^ — 2n-n^ ~h (n'' -h n'-) a — {n-n'^ — fi'^) = o,
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II-, //-, n"- étant trois quantités réel U-s positives, savoir :

n^ = — Inisi', ti'"- = — S/nm'ffM.M')-, n'- — — Imni' ni" [^mm' yi" r

.

Le proiliiit rj, fi-^o^ fie ces trois nionicnls peut s'exprimer ainsi

atûn^^^ :=: rrn"- — n"- -~ 2 rnin' ni"[^-MM'M"f

= Inr in's}- [V mm')- -;- Ihiiii'iiï'm- [V m'm";-.

De plus, la fonctioi; G satisfait à l'équation symbolique du troisième

degré

v4o) cn -r-«,' (n -r- r/j) n + rtj) = o, ou çfnj^^o,

et les directions des axes principaux d'inertie sont données par

(4l) A,=— X, A^ = -, -X, Aj " X,

X étant un vccteiu' c[uelconque.

57. Si nous prenons le module de chaqiu' vecteur x, égal, non plus

à l'inverse de la racine carrée du moment d'inertie, mais simjjjemcnt

à l'inverse du rayon de gyration, l'ellipsoïde d'inertie reste alors

semblable à ce qu'il était, mais son équation (35y prend la forme

(42 I <$"xL]x = on.,

Cela posé, clierchons à voir comment on passe de l'ellipsoïle relatif

au centre de gravité (ellipsoïde central à 1 ellipsoïde relatif à un

point A quelconque. Si nous désignons par .v le vecteur de ce point

rapporté au centre de gravité, et si l'équation particulière de l'ellip-

soïile central est

(43 j
^.xDoX^orc,

louni. de Math. (S' série), lomc III. — Ko\tui!iiE 1S77. 4"
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nous aurons alors, en vertu de la formule (38),

— ^'x-'nx = — ^.x-'DoX + 3K(€t^A."lx';-

— - S'.x-'DqX — OILB'.x-'.aI^ax,

de sorte que nous pouvons écrire

(44) n^ = DoX -!- OILaIIaX = DoX + Dll'A^X — Oll-A^'AX.

Supposons maintenant qu'on cherche à déternaner l'un quelconque

des axes principaux en A. Six, est cet axe principal, nous aurons, pour

cette valeur spéciale x,,

nx, = ÂX|,

c'est-à-dire, en vertu de la relation (44))

(45) (Do — k + 31LA=)X| = DXiA^AX,.

Opf'rant par (Qo — /> + Oit a-)~',

(46) x, = Olo.^AX,. (n„ — k -h 311 a-)-'a.

Opérant maintenant par ,§'.a X .., il vient

(4?) ^.A(a„ - A- + SKA-r'A = -^.

Si nous considérons la surface du second degré

(4S) 3. z(Do — k -h- .m A=)-' z =^ ^

,

nous voyons : i° qu'elle est homofocale à l'ellipsoïde réciproque [*J

de l'ellipsoïde central ; i° qu'elle passe par le point A, en vertu de la

relation (47) ;
3° que sa normale en ce point a pour direction celle de

fDu— k + DXLa-)-'a.

[*] Nous appelons ici ellipsoïde réciproque celui dont les axes, dirigés comnif teux

de l'ellipsoule centrul, ont des longueurs inverses de ces derniers.
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Or cette direction dernière [formule (46 ] est aussi celle dex,, c'est-

à-dire de l'un quelconque des axes principaux d'inertie en A. Donc :

Les axes principaux ci inertie en tout point sont normaux aux trois

surfaces du second degré qui passent par ce point et qui sont homojo-

cales avec l'ellipsoïde réciproque de l'ellipsoïde central.

Ce théorème remarquable est dû à Biuet.

58. Il est facile, en employant la foraiule (/|4)) de trouver la condi-

tion pour qu'un axe soit eu tous ses points axe principal; car nx doit

être parallèle à x pour les deux valeurs a et a -h A x, h étant réel ; te

qui prouve qu'il en doit être de même de

(a -f- /jx* ^ A ~- ha \ — A^Ax — Ax^A -;- /ixS^AX -T- Irx-.x.

Or, les deux derniers termes étant parallèles à x, il faut de même que

l'on ait A
II
x; en sorte que l'axe x doit passer par le centre de gravité.

C'est donc un des axes principaux de l'ellipsoïde central.

La réciproque est pour ainsi dire évideule.

59. Pour qu'en un ])oint A l'ellipsoïde d'inertie ss" réduise à une

sphère, il faut que la fonction Gx = CoX -^ OH-Af ax soit parallèle à x

pour toute valeur de ce vecteur. Mais, si l'on fait x || a, cette fonction

se réduit à DoX \l Do a; donc a doit être situé sur l'un des axes de

l'ellipsoïde central. Soit x, cet axe, et Do x, = a, x,, a, étant le moment

d'inertie principal correspondant.

Alors

DoX -^ OTLaDax = a,x.

Si nous donnons maintenant à x successivement les directions Xo et

X.1 des deux autres axes de l'ellipsoïde central, répondant aux moments

d'inertie a^ cl a-j, il viendra

«2 — rt, -^ DKa* ~ o, flj — rt, -f- OK a* = o.

Donc
j <7, — a, lit — a,

"" * ~
on. ~ on. '

/,8..
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ce qui montre qu'il faui r7o = ^3, c'est-à-dire que l'ellipsoïde ceiilra!

soit de révolution, et en outre a, <^ a.,, île sorte que cet ellipsoïde doit

être allongé.

Troisième Partie : Dt>amique.

Equation généfale^ de la Dynamique.

40. Considérons un système matériel quelconque en mouvement.

Soient M un point matériel quelconque de ce système, m la masse de

ce point ; 31 son vecteur rapporté à une origine fixe ; f = im la force

qui agit sur le point en question ; t le temps compté à partir d'une

origine fixe quelconque : et enfin 031 une variation élémentaire du

vecteur de M, compatible avec les liaisons du système.

Si nous appliquons le principe de d'Alembert et que nous le com-

binions avec celui des vitesses virtuelles, écrit comme nous l'avons fait

plus haut [n°33, formule (3i)], nous voyons que l'équation du n)ou-

vement du système matériel considéré peut s'écrire

l") Im^. (

'—- — J 1 031 = G.

La sommation représentée par le signe 2 s'étend, bien entendu, à

tous les points matériels du système. Si l'on suppose qu'il s'agisse de

corps géométriques continus, ce signe sera équivalent à une intégrale

triple ou à une addition d'intégrales triples.

L'équation (1) est ainsi l'équation l:i plus générale de la Dynamique,

pour un système matériel quelconque. Si nous supposons maintenant

que ce systèriiC se réduise à un corps libre, mais solide, lé déplacement

c?iM peut se décomposer, ainsi qu'on l'a vu au numéro 53, en une trans-

lation et une rotation, c'est-à-dire se metire sous la forme e -f- tlaix.

Alors, à cause de l'indétermination des deux vecteurs infiniment petits
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E, X, l'équaiion (i) se décompose en les deux suivantes :

(2) I,« (-g- - /) = O,

(3; :i,nV.M{^-j^j =.0.

On remarquera l'analogie qu'elles présenlent avec les équations

statiques (i3) et (i4) du numéro 2o.

En appelant g le vecteur du cenlro de gravité du système, l'équa-

tion (2) peut évidemment s'éci ire

'Po „ „

et elle nous donne par conséquent la loi du mouvement du centre de

gravité. ,

Quant à la formule (3), il est aisé de voir, par rapprochement avec

les considérations présentées au numéro 8, q\i'elle renferme l'énoncé

du i)rincipe des aires.

Mouveinciil d'un corps solide autour cV tin point fixe.

il . Si le corps solide que nous venons de considérer en dernier lieu

se meut autour d'un point fixe O, nous prendrons ce point pour ori-

gine, et nous éliminerons les réactions en ce point, en nous altacliant

exclusivement à l'équation (3).

Soit X un vecteur dirigé suivant l'axe instantané de rotation <t tloiil

le module (îx représente la vitesse angulaire de la rotation à ruislanl /,

vecteur que, pour abréger, nous appellerons vecteur instantané de ro-

tation. On aura, en vertu des liaisons du système,

d'où, par différentiation,

(5)
• — = xUxm-Hm-^^-
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Substituant dans l'équation (3), celle-ci devient donc

(6) 2///m1Im -r — 2Hi((îi)xM. ^'xM — ÎImj);

de là 0!î tire encore

t 7 )
^ /?2

M

3 ui^ Jm.t /// = G

,

c étant un vecteur constant. C'est évidemment une expression particu-

lière du principe des aires.

De même, on obtient aussi

rfji \ -

(8) \^m (5')'- Im^fxmjHt = c

formule qui répond au principe des forces vives, et dans laquelle c est

une quantité réelle constante.

Supposons que les forces appliquées se fassent équilibre, ou, pins

généralement, qu'elles se composent en une seule force passant ;ui

point fixe. Alors elles satisfont à la condition

2/«lîMJ = o.

Les formules (G), (7), (8) se simplifient alors; et si nous introdui-

sons la fonction linéaire et vectoriidle

(9) Dx = IîumVmx — x2/«M- - ImuSëiax

1)1

et que nous remplacions c par -, ces formules deviendront respec-

tivement

(10) D-T- + iixnx — o,
^ ' Ut

(11) Dx -t- c r= u,

(12) ^'
. X c: X = //^

,
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ce qui donne aussi

(i3) ^xc -^ A- = o,

et

(«4) -^=.Dxc,

Il est facile d'interpréter les constantes c et h-. I-a première repré-

sente la somme vectorielle des vitesses aréolaires de tous les éiément>

du corps, représentées comme on l'a vu en Cinématique et multipliées,

chacui.e, par la masse de l'élément correspondant. Quant à h-, c'est

une quantité réelle, égale à \d force vive du corps, c'est-à-dire à la

somme des produits de la masse de chaque élément par le carré de la

vitesse correspondante.

42. En considérant x comme un vecteur variable, l'équation (i 21

représente un elliiJsoïde, invariable dans le corps en mouvement, mais

mobile avec ce corps. L'équation (i3 est celle d'un plan tangent à

cet ellipsoïle, lequel plan tangent reste fixe dans l'espace, mais cliange

généralement de position par rapport au corps. Et, comme le dépla-

cement élémentaire du corps à chaque instant est une rotation autour

de l'axe x passant par le point de contact, nous arrivons de la sorte

à la représentation du mouvement qu'on doit à Poinsot, et qui consiste

dans le roidement sans glissement d'un ellipsoïde mobile sur un plan

fixe.

L'ellipsoïde (12) peut être appelé ellipsoïde des forces vives, et le

plan fixe (i3) sur lequel il roule est parallèle au plan invariable des

aires dont l'équation est

^xc = o.

La considération de l'ellipsoïde s'est introduite ici sons qu'il y ait été

question en aucune manière de moments d'inertie. Mais, si nous nous

reportons à ce qui a été exposé dans la deuxième Partie sur ce sujet,

nous reconnaissons immédiatement l'identité delà forinule(9) ci-dessus

avec la formule (33) du n" 5i. Ainsi la fonction ~; employée ici est

exactement la même que précédemment, et le moment d'inertie est



ô-jd
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en posant

(20) c = Zc [*],

d'où

(21) C- -i- C^ =: O.

Le lieu décrit par le point C, extrémité de c, est donc donné par

l'intersection delà sphère f2i)et du cône (19), laquelle intersection

appartient aussi à l'ellijisoïde réciproque

(22) ^cn-'c = /i^

Lu normale au cône (19) en tout point de la génératrice c a la di-

rection de f-n' c -f- A'c, c'est-à-dire, en vertu de la formule (11),

celle de X -f- h-c~'. Menons par l'origine une parallèle z à cette nor-

male. Cette parallèle, en vertu do la formule i3), satisfera à l'équiilion

^zc = o, c'est-à-dire qu'elle ap|)arliondra au plan invariable. Donc le

cône normal au cône (19) roule sur ce plan invariable, z représentant

la génératrice de contact.

4:7>. Cherchons à (juelle condition le corps peut tourner constam-

ment autour du même axe, avec une vitesse constante. Il faut pour

cela qu'on ait

, ..
'/"

ou [forinide (10) ]

tixnx = o.

La direction permanente de l'axe doit donc être celle de l'un des axes

de figure de l'ellipsoïde (12) ou de son réciproque (22;, c'est-à-dire

celle de l'un des axes principaux d'inertie (n° 36).

[*] Il est il peine ulile de remarquer que ce r n'est plus le même que celui qui .1 été

employé au n" 4L

Joiirn. de ilath. (3« série), tome III. — Novembm 1877. 49
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De plus, la comiition 2'3) exige la suivante :

a-'o= o,

comme il est aisé de le voir; et, pour s'assurer que cette dernière es!

effectivement remplie, il suffit de transformer la formule (40) du

n° 36, en l'écrivant ainsi :

— «irtjrtjn"' = D' -1- («) + rto -i-rtj)!] -+- ctiCii -h a^a, -i- a, ,;...

Par conséquent, si le corps commence à tourner, à un instant quel-

conque, autour d'un de ses axes jTa'incipaiix d'inertie, il continuera à

tourner autour du même axe avec une vitesse de rotation invariable.

La représentation du mouvement par le roulement d'un ellipsoïde

sur un plan aurait évidemment conduit à ce résultat par des considé-

rations purement géométriques.

On voit, en particulier, que cette circonstnnce se présentera pour un

axe instantané quelconque si l'ellipsoïde se réduit à une sphère.

MoiH'ejuent. d'un système de points matériels libres s'attirant récipro-

quement en raison inverse des carrés de leurs distances.

44. Avant d'écrire l'équation générale du mouvement, eu partant

de l'équalion (i) du n° 40, sup.posons simplement deux points M, M',

de masses ?«, m' , et déterminés par les vecteurs m, m'. Nous aurons

alors

M — M r

mm ^_ M — M

M — m'

/•= (£(m — m');

donc

I 24 ) mx>J oji -i- m *..T oAi = isr -^
M

si bien que dans ce cas particulier l'équation i) peut s'écrire

/». ePii ^ , ^, <-/'m' . , . mm'm^ —— o:sr 4- m ^ c?iM -f- =: o.
dt^ (If r
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Mais il est aisé d'éfendre la formule 24)à un nombre (juelcoiiqiie de

points, m, m', m", ... et d'établir ainsi que l'on a

si nous désignons par I' le potentiel du système

mm' _
^ Z['>i-u')~' ^'

par conséquent, l'équation générale de la Dynamique devient dans

ce cas

D'une manière générale, si une quantité réelle quelconquey est

fonction, comme P ci-dessus, de plusieurs vecteurs m, .m', m", .... sa

variation, lorsque ces vecteurs varieront eux-mêmes, pourra se mettre

sous la forme

(2G) oy= ,$*KOM -h^K'0M'-+- ... = 2^KC?M,

K, k', . . . étant eux-mêmes de nouveaux vecteurs, qu'il est avantageux

de désigner par couvenlion sous le nom de dérivées dej par rapport à

M, à m', . . ., et de représenter par les symboles

K = ^,^„y, k' = cDm'/,

D'après celle notation nous aurons

(27) oP = I^cD„P.OM.

Alors, en vertu de l'équation (af)), les équations particulières du mou-

vement de chacun des points M, M', . . . pourront s'écrire

-/ epM _,
l m —— -+- cOm F = o,

"•

' ' "^
-dF

'^ tpM'P = o,

49-
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en désignant par l'indice zéro les valeurs initiales des vecteurs représen-

tant les positions des points M, ou leurs vitesses.

On remarquera l'analogie qu'offre cette méthode avec l'int/gralion

par parties.

45. Cette équation (35) conduit à des conséquences importantes.

Pour en obtenir quelques-unes, remarquons que, les masses m, m', ...

étant cotistanles, les intégrales complètes des équations (28) ou (29)

nous donneraient les positions et les vitesses actuelles en fonction des

positions et des vitesses initiales, ainsi que du temps t. Réciproquement

nous pouvons concevoir les vitesses initiales connue foiu lions (ics

positions initiales et Jinales, ainsi que du temps. De celte manière,

nous sommes conduit à considérer P, T, et par suite F, comme des

fonctions réelles (exprimées ou non) de m, m', ..., Mo> ^'h» • • • ^f <'^ ^•

D'après cela, et en vertu de la remarque exprimée par la formule (aC^,

l'équation (35) se décompose dans les deux systèmes suivants :

( 36) m— — côa F — o, m - r + tOa'F =0, . .
.

,

Le système (36) peut être appelé l'intégrale intermcdiairc, et le

système (37^ l'intégrale r/<^/2/V/fe des équations différentielles du mou-

vement, impliquées dans la formule (25). Ou remarquera, en effet, que

le système (3-) ne renferme que les vitesses initiales, et qu'il exprime,

au moins théoriquemout, la dépendance entre les positions actuelles,

les positions et les vitesses i/iitiales , i.t le temps. La fonction F joue

ainsi un rôle très-important dans celte théorie. C'est elle que Hamilton

a désignée sous le nom deJonction principale du mouvement. Après

avoir exposé sa méthc de dans deux Mémoires publiés dans les Tian-

sactions philosop/tiqnes {iS'i^-iS'55} sous la forme de coordonnées

ordinaires, il lui a plus tard appliqué l'algorithme des quaternions,

qui s'y adapte si bien.

46. Si l'on donne les positions et les vitesses initiales, on peut dire

que la fonction F dépend luiiquement du temps, et alors, en vertu de
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l'équation (34), qui définit cette fonction, sa vitesse d'accroissement,

ou sa dérivée totale^ est

(38) (ô,F=P + T.

Mais la fonction F peut être considérée comme renfermant les vec-

teurs des positions initiales et finales, veclein-s qui contiennent aussi

le temps explicitement. Nous pouvons, par suite, nous proposer de dé-

terminer \n dérivée partielle [iSiiY] par rapport au temps seniement,

comme si les vecteurs des positions finales m, m', . . . étaient constants,

au lieu de changer avec le temps, comme cela a lieu effectivement dans

le mouvement du système.

Dans ce but, il nous suffira de remarquer que la dérivée totale (38)

se compose de deux parties: celle que nous cherchons et celle qui

résulte du chajigement des vecteurs m, m', Or cette dernière [for-

mule (26)] a pour expression

c'est-à-dire, en vertu des relations (36) et (32),

(39) -2,.e)^=2T.

La dérivée partielle cherchée est donc

(4o) (ffi,F) =(CvF -2T = P-T = -H;

par conséquent, la variation totale de la fonction F, si t est considéré

comme variable aussi bien que m, m', ... et Mq , m'„ , . . . , est, d'après

la relation (35\

(4 f
)

oV = - Ht?^ - Im 3 J 5m + 2,n^ {^\ 5mo.

Enfin, Po indiquant la valeur initiale du potentiel, on conclut de ce

qui précède et des relations (32-), (36), (Sy), que la fonction princi-

pale F doit satisfaire aux deux équations aux différentielles partielles

U\-^) (ti?,F)-±2m-*^c0„ F)= = P,

(43) ((©,Fj-i2«-'((0M„F)= = Po.
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47. Considérons maiulenaiit l'intégrale

(/,4) v= r ; T(lt.

Elle représente \Ajorce vh'e accumulée, ou, suivant l'expression d'Ha

inilton, ['action du système-. C'est la même qui figure dans le prinripe

de Mécanique dit c/e la moindre action. Dans les Mémoires déjà cités,

comme dans ses Éléments des quaternions, TIamilton donne à celle

fonction V le nom àe Jonction caractéristique, que nous adopterons

ici.

D'après les équations (Sa) et (34), les deux intégrales F et V sont

liées entre elles par la relation

(45) V=F4-^H;

donc la variation totale de V sera, en la considérant comme fonction

du temps et des positions initiales et finales,

o^-V = II a/ -h tew -+ oF,

ou, en vertu de l'équation (!\i),

(46

1

(?V = ZoH - Im ^ ''' OM 4- Ini ^ \
~

j oX.
^ ' lit M' !

et se.-> dérivées partielles sont respectivement

(47) (OaV = —»«—, cOm'V = ...,

^Ô<V(48) ^^-.v = -^'"(S).'

(49) à)aV^^

Les intégrales intermédiaires du mouvement du système, qui étaient

d'abord exprimées par les équations (36), peuvent maintenant être

considérées comme résultant de l'élimination de II entre les formules

(47) et (49), tit les intégrales définitives [équations (37] peuvent ètn-

regardées aussi comme résultant de l'élimination de la nième con-

stante II entre les équations (48) et (49)-
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La comparaison entre les équations
: 36) et (47), (27) et {l^^), res-

pectivement, nous montre que

(0 3, V = LÔM F, cOm'V = o3„' F, . .
.

,

tî»,,^V :r= (Î^M.F, (0„;V = CD,,'. F, ...
;

par conséquent, et d'apiès la formule (4o), on voit que les équations

(42) et (43) nous conduisent aux deux suivantes :

( 5o) -^ 1 nr* ( ©M V)= + P + H = o,

(5i) |i^»-'(tî?,,„V)=+ Po-t- H = o.

Telles sont les deux équations aux différentielles partielles aux-

quelles la fonction caractéristique V doit satisfaire.

Celle fonction s'évanouit, comme F, pour ï = o, instant auquel

M = Mo, m' = m'q, . . . . Chacune de ces deux fonctions F et V contient

symétriquement les vecteurs des positions initiales et finales. I! en doit

être ainsi pour chacune d'elles, puisqu'elle dépend de la configuration

mutuelle de toutes ces positions initiales et finales.

En combinant les équations (3o) et (3i), respectivement, avec les

formules (36) et (37), on a encore les deux relations

(52) 2((0mF + (0„„F) = o,

(53) IV (m®mF -,- Mo^MoF) = o,

et de même, pour la fonction caractéristique,

(54) 2(iSmV -4- ®M„ V = o,

(55) • 2lî(McD„V-!-8iotOMoV) =0.

Les relations (Sa) et (54) lépondent à la loi du mouvement du centre

de gravité, et les relations (53) eï (55) à la loi de description des

aires.

Lorsque ta une valeur très-faible, c'est-à-dire pour u\i mouveujent

de petite durée, on satisfait à toutes les conditions qui précèdent au
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mojen des \'i\\eurs approchées suivantes pour les fonctions F et V:

(57) V = 5(P-^P„+ 2Tl)2,

s étant une constante réelle et positive, définie par l'équation

d' ou

(58j s = ^linZ M — Moj^

On reconnaît que les conditions requises sont satisfaites en assiinilaiil

, <ht

" fit

Quant aux expressions de II et de /, ou les déduit des formules (56)

et (5^) comme il suit :

(59) H = - ((D,F) - - i(P -h Po) + 5'
_ 1

(60) t = {0„V = sIP + P„ -h 2 H) ^.

Ces deux valeurs de II et de t se déduisent évidemment l'une de

l'autre.

48. Les diverses propriétés de la fonction principale et delà fonction

caractéristique, que nous avons établies ici, d'après Ilamilton, pour

le cas particulier de l'attraction planétaire, ne sont pas spéciales à cet

exemple. Elles s'étendent à tous ceux dans lesquels il existe un poten-

tiel, ou fonttion des forces, tel que P, dont la variation âP représente

le travail virtuel. Il est à remarquer que la fonction caractéristique V

présente sur la fonction |)rincipale F l'avantage de ne pas contenir le

temps explicitement. Cola résulte immédiatement des formules (4(')

et (45).

Ces fonctions satisfont, chacune, à deux équations aux différentielles

Juurii. rie Math. (3" série), tome IIL — Novemdbe 1877. ^"
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partielles, que nous rappelons ici, et qui sont, po;ir la fonclion F,

'42) (cD,F) - ^Im-' ci),, F'/ =: P,

43) (l0,F) - !,lm-* :eO,M„ F)= --= P„,

et pour la fonction V,

(5o) {2 m-' \o.,,V)- + P + H - o,

( 5 1
) il 'ir' ;(0M, V;- 4- p„ -f- H = o

.

Hamilton avait considéré ces couples d'éqnalibns comme nécessaires à

la détermination de ces fonctions F et V respectivement; mais Jacobi

a donné une remarquable extension à cette théorie, en démontrant

qu'une seule, et non pas nécessairement deux équations aux différen-

tielles partielles, pouvait suffire à la détermination, soit de la fonction F,

soit de la fonction V, sous une forme plus générale, il est vrai, que Ja

forme examinée par Hamilton. Nous allons indiquer ici l'analyse de

Jacobi, en y adaptant la méthode des qualernions, pour ce qui concerne

la fonction caractéristique. Celle qui se rapporte à la fonction princi-

pale est tout à fait analogue.

Théorème. — Soit Y une solution complète de Véquation aux dijjé-

rentielles partielles (5o), laquelle solution renferme, outre les vecteurs

M, m', . . ., un égal nombre de vecteurs constants arbitraires v, a', . . .

.

Cette solution contient aussi la constante réelle H et une constante

arbitraire combinée par addition. Soit, de plus, V une Jonction quel-

conque des vecteurs m, Ttii' , ..., pouvant contenir le temps explicite-

ment, auquel cas on remplacerait t par QaY [formule (49)] dans l'équa-

tion aux dijférentielles partielles.

Les intégrales des équations différentielles du mouvement (28) s''ob-

tiendront par lélimination de II entre les équations

(61) â),jV=B, cO;i'V=b', ..., '

(49) cOuV=^

b,b', . . . étant de nouveaux vecteurs arbitraires.

Pour établir ce théorème, différentions succesbivemeni l'équation
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(5o) par rapport aux vecleurs a, a', ... et à la constante réelle H.

(A cet effet, comme dans toutes les différeiitialions qui vont suivre,

nous désignerons par des o accompagnés d'indices 1( s variations tles

diversesfonclions considérées. Ainsi o.jV, par exemple, repiésenle l'ac-

croissement que prend V lorsqu'on y f.iit varier A seulenienl.) Nous

aurons

(62) ::://; '^'(OjiV.o^cOhV -I- (0,P. 5;v (Ou V=: o, D...,

(63 Inr' ^>>y,Y. o„cOj,"V -.- tP^P. o„(OuV-f- i = o.

Différentions maintenant les équations (6i) et'(/|9) par rapport à /.

Il viendra

(64 :i â* '-£ i^\ c?A V -i- ti>, H . iP„ 0.1 V -- o, . . .

,

1 05

)

- ^'
7/7' '^^« '^" ^ "^ '^'' ' '

•
^^" °^" ^' — J — o

.

Si l'on compare ces deux systèmes d'équations, en ay.mt égard, de

mémeque dans lesdifférentiations, à la définition des dérivées résultant

de la formule (.iG^ on obtient

(47) tO^V==-w^, ...,

(6fi; cO,P = -to,II.

Actuellement, différentions l'équation 147) par rapport à t. Nous

obtiendrons

(67) 2^cO„V.^McO„V^Im^^ J.^.//, ....

Enfji), la diflérentiatiou de l'équalion (5o) par rapport à m, m'. . . .

nous donne
lm-'^ii^^Y.o^ii)„\ + lâj' ^ o,

c'est-à-dire

G8 1 5i* t»^ ,1 N • c/\ < t^M V = - i m ^ (Om P • ^' (If
;

et la comparai>on des équations ^()7 et ^GS) montre qu'on a

20 1 tO,, F — — m '^, . . . ,

5o..
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c'est-à-dire les équations différentielles du mouvement. Ces dernières,

étant ainsi vérifiées identiquement, ont donc bien pour intégrales

générales les équations (6i) et (49)-

On remarquera toute l'analogie que présente le système (6i), (49)

avec le système (48)» (49)» q'" n'est qu'un cas particulier du premier,

comme nous allons le reconnaître.

D'après les relations (47), on voit que l'équation aux différentielles

partielles ^5o) nous donne

(3^) i^"'(ST H = o.

Si donc P ne contient pas le temps, c'est-à-dire si H est une constante,

ce sera la constante des forces vives. Dans ce cas, la valciu' de d\
deviendra

dY = l^(S)^V.du,

ou, d'après (47)»

(G9) d\' =- 1 m [^ ydt^-iTdt;

d'où

(70) V t=f-2Tdt -h const.,

conformément à la formule (4'0 qui nous avait d'abord servi à définir

la fonction Vdans la théorie d'Hamilton.

En choisissant enfin pour vecteurs constants .\, a', ...les vecteurs

des positions initiales m^, m'^, . .
.

, et déterminant la constante II de

manière que V s'annule pour ^ ^= o, on retomberait exactement sur la

définition donnée par la formule (44 > ^t sur le système (48 > 49 -,
pour

les intégrales du mouvement. La fonction caractéristique V satisfait

alors, comme nous l'avons vu, à l'équation différentielle 5i en même
temps qu'à l'équation (5o).
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Moui'cinent d'un point matériel libre sollicité par un centre fixe

,

en raison inverse du carré de la distance.

49. Lorsque deux points matériels libres, ayant pour vecteurs ai et

31', et pour niasses m et m', s'attirent réciproquement en raison inverse

du carré de leur distance, la formule (29 du n° ii nous montre que

le mouvement relatif du premier point autour du second a pour

équation

/ \ (/'[iS — m')
, ,, , / , .—^—

—

= m -.- m j M — M j~'r"'.

en posiuit

/•= ZlM ~

Si nous remplaçons m 4- m' par m somme des masses' et m — m'

par M vecteur du premier point relativement au second , cette équation

prend la forme

(72) — = mM '/ <.

Opérant sur cette formule parti, m x, nous avons

ll.M^^.= o;

d'où, par intégration,

(73) tl.M^ = C,

c étant un vec eur constant

Ce premier résultat montre à la fois que la trajectoire est piano

et que l'aire décrite par le vecteur m est proporlionnelle au temps. Le
vecteur c est normal au plan de la trajectoire, et £c mesure la double

vitesse aréolaire, comme nous l'avons vu en Cinématique n° 81. Ces

conclusions sont évidemment les mêmes si r"' est remplacé par une
fonction quelconque {]c r, c'est-à-dire pour tout mouvement dû à une

force centrale, quelle qu'en soit la loi.

Une transformation pour ainsi dire identique à celle que nous
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avons pratiquée au ti'* 11 nous monlre qu'on peut écrii'e l'équa-

tion 72) sous la forme

(74) Z^^^ST"^'

la valeiM- du vecteur constant b étant

(•75) B = me-'.

L'f'quation 174 S i™™^'^!''^'^"^^'^^ '"'•^o'"''^^^'
donne

(76) J'--.B(E-tlM),

E étant un vecteur constant arbitraire, assujetti seulement à se trouver

dans le plan de la trajectoire.

Cette équation 76 peut évidemment être considérée comme étant

celle de Vkoclograp/ie du mouvement, et elle nous montre immédia-

tement que rhodographe est une circonférence dont le centre a pour

vecteur be et dont le rayon h est égal à «Eb. Ce rayon, d'après les for-

mules 73)et75\ est donc égal au quotient delà masse m par la double

vitesse aréolaire ^c = c.

En posant pareillement €e = e, cette quantité réelle mesure l'e.r-

ceiitricité de l'hodograplie par rapport au centre des forces; et par

exemple, suivant que e est plus petit que i, égal à 1, ou plus grand

que I , le centre des forces sera intérieur à l'hodographe, situé sur celte

circonférence, ou extérieur.

Nous retrouvons donc, et par la même analyse, les propriétés de

Y hodographe circulaire indiquées déjà au n" 11, et qui sont ainsi des

conséquences mathématiques de la loi de l'attraction planétaire. Nous

avons d'ailleurs démontré au ï\° 12 que réciproquement, parmi tous

les mouvements dus à des forces centrales, celui qui correspond à une

force inversement proportionnelle au carré de la dislance présente seul

la propriété de l'hodograpbe circulaire.
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30. L'équation 7G1 donne

E — liM == E ' — = /« ' C
de (U

Opérant par ^.m x, il vicMit

(77) ^*. ME H- / = /7i~' 5'- c -,- M = — m~* c' = m"' c',

de sorte que, si nous posons

(78) ^. t(ME := COSf

,

(79) m-'.c-':^p,

nous obtenons pour équation delà trajectoire

(80) r=-—^—

.

Cette trajectoire ou orbite est donc une conique, puisque, d'après les

relations '78) et (79), v mesure l'angle d inclinaison de m sur e, tandis

que p est une constante réelle. Cette constante ou demi-paramètre

s'obtient en divisant par la niasse le carré de la double vitesse aréolaire,

qui pi ut conséquemment s'écrire jnp)-.

L'un lies foyers de la conique est au centre des forces, et l'excentri-

cité a pour valeur e.

Eu désignant connue plus baut par h le rayon de l'bodographe, il est

facile de voir enGu qu'on a

/ / 2 '"

I>

Si nous avions opéré diiectement par ^. m X sur l'équation 76),

nous aurions obtenu

c'est-à-dire

d'où

,S> . M — = ^5. BEM,

dr „
/ - = bDwe;

(y) = b^(Hme'!*= h-i^c^f.h\^v.
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Remplaçant sin-ppar sa valeur tirée de l'équation (80), et posant

«= -^,
ï — e-

cette relation devient

(8'i (7:)="C--p-i)-

Elle montre ainsi comment la distance ; du centre des forces varie

avec le temps.

Désignons par une seule lettre u le vecteur be du centre de Ihodo-

graphe. Alors nous aurons

£h = ^Lb (Le = /le.

D'après cela, et en vertu des propriétés les plus élémentaires de la

circonférence, le produit de deux vitesses opposées quelconques sur

l'orbite sera constant et aura pour expression

(82; k-{i -e-)= ^' = H--B-.

Ce cas de deux vitesses opposées ne se présente, à proprement

parler, que pour une orbite elliptique, c'est-à-dire pour e< i ; mais

d n'y a nulle difficulté à interpréter le résultat dans le cas d'une

hyperbole.

Si l'on donne le vecteur >- — -— d'un point de l'hodographe, le vec-

teur 31 correspondant de l'orbite s'obtiendra [foimules (73), (76 |
au

moyen des deux équations

(83) "Dm>" = C = /?2B~',

(84) M = rB""'(H — ïf).

On tire de là pour le potentiel correspondant

(85) P= ^ =^->-(h- N)==^'E(fl->-),

K étant le vecteur d'un point quelconque de la tangente à l'hodo-

graphe en N.
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L'expression ^n(h — n) nous montre que le potentiel est égal à la

puissance du point N de l'hodographe par rapport au cercle de dia-

mètre OH, qu'on peut appeler avec Hamilton cercle d'excentricité.

La seconde expression répond au produit de la longueur OK. par

celle de la projection de UN sur OK. Si nous considérons le second

point de cont;ict N', et que nous nommions L la projection de H
sur OK, il est aisé de voir que les potentiels correspondants P, P' se-

ront proportionnels aux longueurs LN, LN'. Ces dernières droites

sont d'ailleurs également inclinées sur OK.
Enfin on reconnaît que OK est parallèle à la corde MM' de l'or-

bite, correspondant à NN'.

De ces diverses expressions il est possible de défltiire de nom-

breuses conséquences géométriques, dans le détail desquelles nous

n'entrerons |)as ici. Nous nous contenterons de signaler les deux théo-

rèmes suivants, qu'Hamilton démontre dans ses Eléments^ par les con-

sidérations dont nous parlons.

TlIÉORliME n'iSOCHRONISME HOUOGRAPHIQI.E. — 5"/ tlcUX liodoglfl-

plies ciiculaiies, ajant une corde comimuie (/ni passe par le centre des

forces ou tend vers ce centre, sont coupés orthogonnlentcnt par un

troisième cercle, les temps de description /lodogrnphirjue des arcs

interceptés seront égaux.

Théorème de Lambert. — Soient MM' un arc de Vorbite; r et r

les longueurs OM, OM'; s la longueur de la corde MM'; a le demi-

axefocal de Vorbite, comme plus haut. Le temps employé à décrite

l'arc MM' est une fonction des trois rapports -? »
^ ' ' ' m a r -— r

51. 11 est facile de voir que l'équation différentielle (72) du mou-

vement relatif que nous étudions peut se mettre sous la forme

(86) âî^5M~5P = o,

analogue à l'équation (aj) du n" il, le potentiel V étant ici égal

a - 1 comme dans le numéro i)recedent.
/ '

Journ. de Math. (3' série", tome II. — DttEMDRE 18-7. 3 '
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De là

(87) T = p^-n,

si nous posons

(8°) T=-i(^y=-i..,

(89) « = - S-

car, en vertu des formules (85), (82), on a

|'—P=— I[x--|-$'2n(h-n)]--—|[h-— (h— n)=]=— |(h-— B- =— —•

Introduisons, comme aux n"^ 44 et suivanis, les deux intégrales

(90) F=£(P-M)./^

(91) Y= f-îTdt,

que nous pourrons, encore ici, a.ppeler la fonction principale et la

fonction caractéristique du mouvement.

En intégrant l'équation (86), identitjuement comme nous l'avons fait

aux numéros que nous venons de lappeler, nous trouverons, en dési-

gnant par m, Nies vecteurs représentant la position et la vitesse initiales,

et par m', îs' les vecteurs représentant la position et la vitesse actnclles,

(92) (ô„F = (.Dj,V = N,

( 93 ) (Bjj.F -- 0«.V = n',

( 94 )
fîF ^- ^N â 31 — S> n' 5iM ' - H ô^

(95) oV — 3n5m — ^n'om-1-/ôH,

(96) (co,F)=-n.

f97) iP„A' = ^

Ici, F est une fonction réelle de m, m', i, et V une fonction réelle de

M, m', II, la masse m étant considérée comme donnée. Au lieu des

vecteurs 31, m', nous pouvons chercher à introduire les quantités
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réelles /, /', s qui en dépendent (n° 50). Nous avons

[
')/ = — ;•"' ^M'JM,

(98) o/' =-/'-'^m'om',

{ ,7,, =: _ i-l ^^m'- m) (om' - C/\\l)-

Nous bornant à la fonclion V, et remarquant que la formule (gSj

donne

199) ^ '!VC?M — n'c?m') = (Ô^V.0\'-h UVV.O/'' + (OjV.{?J,

les variations étant arbitraires, nous obiieiidrons, au moyen des

valeurs (9H),

(100) N --. — M ;"'
t?;. V H- (m' — M)i~\0,Y,

(101) n'= m' /"Vo,.'V h- (m' — m}a-'iç^jV.

De là encore

, , „ rit i'm' — m' 'n'•""^ LQi.y = ^

( I o3) cO/V — „ , ,
^ ' V MM

et, en vertu de la formule (73),

(in4) ^^sy = ^-
Or, des considérations indiquées au n° oO, il est assez facile de con-

clure que ru -!- /'n' est parallèle à k, c'est-à-dire à m — m'; par consé-

quent

(io5) ci?,.V = uvV.

On aurait sembla blenient

(loC)) (C^^F = cD/F,

en sorte que chacune des fonctions F et V dépend de la somme r 4- /'

des distances /• et /'.

En considérant toujours in comme constante, nous pouvons donc

5i ..

/U 'm — m' II»'
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dire que la fonction principale, et par suite sa dérivée partielle

((0,F)= — H [formule (96)], sont fonctions des quantités réelles

/• -+- /', s et t.

Pareillement, la fonction caractéristique et sa dérivée partielle cSiiV= t

[form!de(97)] sont fonctions de

r -+- /•', s et H.

Cette dernière conséquence n'est autre que l'énoncé, sous une forme

un peu différente, du théorème de Lambert, que nous avons men-

tionné plus haut. Il est utile de remarquer qu'on arrive ainsi à ce

théorème sans avoir recours aux propriétés des sections coniques, et

en .appliquant uniquement le calcul des quaternions à la loi de l'at-

traction planétaire.

Si nous élevons au carré les équations (100) et(ioi), en ayant égard

à la relation (io5', nous trouverons sans peine

(107) 2P -- 2H = (cO.V)- -f- (iD,V)= + :-Zl^l±l\o^v.cO.V,

(108) 2P'+2H=((0,V)^-+-(cO,V)^+ '""~^^'^'\o,V.Q,V.

On déduit de là, en remplaçant P et P' par leurs valeurs - et -

,

(109) eOrV.œ)fV= ——r-
;

—

:
'

(iio) ±[((0^vr-i-(,3,vr-] = H

(m) (tD,V-rœ,V)-= 2H

Mais, en vertu des formules(95), (99), (io5), nous avons la variation

(11 3) fjV-/oII= ^(te^V-i-®,V)o*(r-4-7-'-t-^)4-|(iD,.V-cO,V)c?(/'-t-/-'-i-).

La fonction V s'évanouissant en outre avec /, et par conséquent
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avec J, il est facile de déduire de là les expressions

(..4) v=. r'i '", -^^yris=r'(-^^--^)'Hs,
J—,\r-^r'-hs i) J_, \r^ r' -,- s lia)

r+ r' devant, dans ces intégrations, être traitée comme constante.

Pendule de Foucault.

o2. Considérons un pendule simple dont le point de suspension,

rapporté au centre de la Terre, ait pour vecteur a. Soient ). la latitude

de ce point, et i un vecteur unitaire dirigé du centre de la Terre vers le

pôle nord. Posons "^La ^= a, et appelons ùj la vitesse angulaire de rota-

lion delà Terre autour de son axe. Il est aisé de voir que l'on a

(il G) ^^= oAIai,

et de là

{117) -7— = wll -r 1 = — o)- fa — I rt sin ), ;.

Soient maintenant l le vecteur de la lentille du pendule rapportée

au point de suspension, m la masse de la lentille, et R la tension du

fil. Alors, A, étant un vecteur dirigé comme la pcsantt in-, nous aurons

-y-, + — =-- — Weti A, — RU L ,

dt' dt' j
O >

équation qui peut s'écrire

(m8) t)L^4-HtlL^ = /-llA,L.
^ ' de^ dt' <Ea,

'

En y joignant la condition

(119) €l=./,
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qui exprime que la longueur du fil est constante, nous avons complè-

tement les équations du mouvement. Ces équations 1 18) et (1 19' ne

peuvent pas s'intégrer d'une manière générale. Pour y parvenir par

approximation, nous prendrons l'hypothèse du pendule de Foucault,

c'est-à-dire quenoussupposeronsqu'il s'agisse d'oscillationstrès-])etites,

que nous regarderons comme négligeables les puissances de u supé-

rieures à la première, ce qui revient à négliger --> et qu'enfin nous

cousidéreroîis a, comme ayant la même direction que a, en ne tenant

pas compte de l'aplatissement rhi sphéroïie terrestre.

Cela admis, rapportons la lentille à la position la plus basse qu'elle

puisse prendre sur la verticale du point de 'suspension, c'est-à-dire

posons

(120) p = L -' A..
^ a

Le vecteur p pourra être considéré comme horizontal, sans qu'il y

ait contradiction avec la condition {\ 19 , et les puissances de p seront

négligeables. L'équation \\ 18) du mouvement devient alors

ou, en posant

(122) tÎA (^ -f- TZ-P
j
= O,

On reconnaît facilement que U ai ^ e et ai — AsinX = n sont deux

vecteurs de modules égaux, situés dans le plan horizontal du lieu, et

respectivement dirigés vers l'est et vers le nord. Nous pouvons donc

poser

(i23) p—xr. + jm.

De là, en employant les relations (i 16), [f !']), et en introduisant les

hypothèses énoncées ci-dessus, on voit sans peine que l'équation (122
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prend la forme

'• 'M. rit' dt j \ cit' -
lit j

c'est-à-iire que nous avons les deux équations

,
(I X „ cly . ,

1 1- n-X — 2 -", OJSII!/ := O,

(125) !

^
J d'y o r/j- . ^

' dt' ^ dt '

•pour déterminer le mouvement du pendule en projecl ion horizontale.

En rapportant ce mouvement à des axes mobiles autour de la verti-

cale, dans le sens du nord à l'est, la vitesse de rotation étant w sin).,

on trouve que ces étpiations se réduisent à

<r-x,

-dF -^ "'''' ^ "'

x, et
J-,

étant les nouvelles coordonnées.

On reconnaît inuiiédiatement ici les équations du mouvement ellip-

tique d'un point sollicité par un centre fixe en raison directe de la dis-

tance ; et l'on peut tirer de là, comme d'habitude, les diverses particu-

larités du mouvement.

Nous ne pousserons pas plus loin les exemples que nous avons tenu

à mettre sous les yeux du lecteur, pour montrer comment les quater-

nions peuvent être appliqués aux questions de Mécanique rationnelle.

Dans les ouvrages d'Hamilton et de Tait, on trouve cepcndmt l'indi-

cation plus ou moins développée d'applications à la Mécanique céleste,

à la théorie de la lumière, à la théorie de l'électricité, à l'élasticité

des corps solides, en un mot à toutes les branches de la Mécanique et

de la Physique mathématique. Pour la théorie de la déformation des

corps surtout. Tait fait un grand usage du symbole d'opération v-

imaginé par Hamillon, et qui se définit par la relation

d d d

^='''d7,-^'Ki7,'^'^d.r;
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L'emploi de cet opérateur, dont nous n'avons pas eu l'occasion de

parler dans ce qui précède, semble être très-avantageux dans un grand

nombre de questions de Géométrie ou de Mécanique. Mais les déve-

loppements auxquels conduirait cette étude nouvelle nous forceraient

à dépasser les limites que nous avons voulu nous fixer.

Dans l'état présent de la Science, nous voyons que les quaternions

se prêtent à des applications nombreuses et très-variées. Fort souvent

ils apportent une réelle simplification en abrégeant notablement le

nombre des équations à écrire. Voilà ce que nous désirions établir, et

nous avons l'espoir d'y être parvenu.

Le jour où cette analyse nouvelle cesserait d'être mise de côté, le

jour où l'on s'appliquerait à y introduire des perfectionnements sem-

blables à ceux qui se sont produits dans les autres brancbes des

sciences mathématiques, on verrait s'accroître encore le domaine des

questions physiques auxquelles cet instrument analytique pourrait être

utilement appliqué. Il y a là matière à de nombreuses et vastes recher-

ches, fécondes en résultats, car nous croyons que le calcul d'Hamilton

est loin d'avoir dit son dernier mot.
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Mouvement d'un point pesant sur un paraholoide

;

Par m. a. de SAINT-GEILMAIN,

Proressenr h la Facullé des Sciences do CacD.

Un point posant, assujetti à se mouvoir sur une surface donnée sans

éprouver de frottements ni de résistances de milieu, peut décrire une
infinité de trajectoires, que M. Resal m'a proposé, dans une conver-

sation particulière, d'appeler lUjnes de thalweq, parce qu'elles figu-

rent le trajet d'un filet liquide, très-mince et parfaitement fluide, qui

coulerait sur la surface. Pour qu'une ligne de thalweg soit déter-

minée, il ne suffit pas, comme dans le cas d'une ligne géodésique, de

connaître un de ses points et la tangente en ce point, il faut encore

tenir compte de l'orientation de la surface et de la vitesse avec la-

quelle le mobile décrivant passe au point donné : aussi les propriétés

générales des lignes de thahveg doivent-elles être beaucoup plus com-

pliquées que celles des lignes géodésiipies; mais on peut les étudier sur

une surface particulière, et je me suis proposé de le faire sur un para-

boloïde, elliptique ou hyperbolique, dont l'axe est vertical.

En partant des équations ordinaires du mouvement d'im point sur

une surface, j'obtiens une équation du premier ordre à laquelle satis-

font les lignes de thalweg des paraboloides; je montre comment la mé-

thode de Jacobi peut donner la solution du problème, mais elle est

moins élémentaire que la première et indique moins clairement la

valeur des constantes d'intégration. J'étudie avec détails la forme des

ligues (le thalweg, et je trouve entre autres une propriété analogue à

celle que M. Puiseux a démontrée au tome VU de ce Journal sur la

différence d'azimut des points où la hauteur dun pendule sphérique

est maximum. Enfin, en supposant que l'action de la pesanteur de-

Joiirn. de Math. (3« série), toir.c 111. — Dlieudiie 1S77. J3



4o2 A. DE SAIIVT-GERMAIN.

vienne nulle, l'équation des lignes de thalweg se réduit à celle des

lignes géodésiques du paraboloïde; il y a qnelque intérêt à considérer

ces dernières directement, au lieu de n'en faire qu'un cas particulier

des lignes géodésiques sur les surfaces du second ordre.

Prenons trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, le dernier dirigé en

sens contraire de la pesanteur, et considérons d'abord le paraboloide

elliptique

(1) h 2Z= O,

qui tourne sa convexité vers le bas; les équations du mouvement d'un

point pesant sur cette surface ont une forme bien connue,

(2) -— =:A--, -— =A:-, -— = — k — s.
^ ' de' p dt' q dt- °

Quand le mobile reste très-près du sommet, on peut regarder A

comme sensiblement égal à — g, et les deux premières équations

donnent la loi approchée du mouvement de la projection sur le plan

horizontal,

a cos^l j^hco^^l^-{t-U);

ces équations, qu'on trouve dans plusieurs questions de Physique,

représentent un mouvement suffisamment connu.

Revenons au cas général, et ajoutons les équations (2) multipliées

T y
respectivement par -5 - et — i; nous aurons

• ^ P q

X d-x , r d'r d''z , I x^ y'' \

p dt- q dl' dt- \p- q' / °

différentions deux fois l'équation ( i) par rapport au temps, et retran-

chons le résultat du précédent, il reste

I dx- i dr^ j /.!- y''

p dt- q dt' \p- q^

J'élimine k entre cette équation et celle que j'obtiendrais en multi-
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1 1 ' , ^ ' '^'" 1 1 • ' "[X .

pliant la première équation ( a )
par - — > la deuxième par - ^;et,

ajoutant membre à membre, le résultat de l'élimination peut s'f'crire

I d.r f/'x I (Ir d^r J- d.r y dy

p dt dt' q dt dt- p^ dt
~^

7' dt

I d.r? I </) j:' r'
i

— -^ S h '— -+- I

p do q de P' 'P

On aperçoit immédiatement l'intégrale de cette équation.

^ ' \p do </ do ° / \p q !

Écrivons maintenant l'intégr.ile des forces vives

, ,

,

I d.r' -+- dr'+ dz' I ds"
j

^^' 1 do ° 2 dO °

il suffit d'éliminer r// entre celte équation et la précédente pour avoir

une équation à laquelle satisfait la trajectoire cherchée, ligne de

thalweg sur le paraboloïde,

(5, [, ,,-g.,(f;i^^^)+,.&.](i>^-:+,)=.rf,=.

Je désigne par T la ligne de thalweg que je considère; l'équation

de sa projection horizontale s'obtiendrait en remplaçant dans (5) z

et (Iz par leurs valeurs tirées de (i ; malheureusement les variables x
et ) ne se séparent pas dans l'équation de la projection, à moins de

supposer p ou q infini, ce qui fait disparaître plusieurs termes. Dans

ce cas le paraboloïde dégénère en un cylindre parabolique dont les

génératrices sont parallèles à OX ou à OY; ï se projette horizontale-

ment suivant une courbe de forme analogue à une .sinusoïde qui ser-

penterait entre les projections de deux génératrices. Ce cas aurait pu

se traiter sans former l'équation (3) : on écrirait que dt est propor-

tionnel à (Ix ou à (h', et on le remplacerait par sa valeur dans l'équa-

tion (4).

Un autre cas simple est celui où p = (]; on peut faire celle hypo-

53..
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thèse dans les formules générales, ou, employant des coordonnées

semi-polaires, /', et z, associer à l'intégrale des forces vives l'équa-

tion alors évidente r^d5 = ca't; la ligne de thalweg est formée d'une

infinité d'arcs égaux touchant allernativeuienl deux parallèles de la

surfiice.

Quand le paraboloïde est quelconque, pour ramener à des quadra-

tures l'intégration de (5), je considère les paraboloïdes homofocaux

au proposé,

(6) ^ f- ,—— = ), — 2;:, — — = 2Z — a.

Je suppose que l'on ait

les surfaces précédentes coupent le paraboloïde donné suivant ses deux

séries de lignes de courbure; celles qui sont données par les surfaces X

se projettent horizontalement suivant des ellipses, et ont elles-mêmes

la forme d'un ovale non situé dans un plan
;
je représenterai par E;

celle qui correspond à une valeur / de X. Les lignes de courbure don-

nées par les surfaces a se projettent suivant des hyperboles; elles-mêmes

sont formées de deux branches symétriques par rapport au plan ZOX
qu'elles ne rencontrent pas; j'appelle H^ celle qui correspond à la

valeur màe y.. On peut voir que H^ se réduit à la parabole princi-

pale P, située dans le plan ZOX; E^ se réduit à un arc de la parabole Q
située dans le plan YOZ, arc compris entre les deux ombilics N, N';

enfin Hp se compose des deux parties de la même parabole qui sont

séparées par l'arc NON'.

A chaque valeur de jc, /, z correspondent des valeurs uniques de X

et de [j., satisfaisant aux inégalités admises, tandis qu'à des valeurs

connues de X et de u. répondent quatre points de notre surface. Les

équations (i) et (6) donnent, par un calcul bien connu,

p{i — p]{p—'j-) ..2 _ ?i>— y) (f^— ?) ,_ ^-^," — /' —

7

ce =^ J 7 •

—
' *•

— *

p—q p—q 2

On en tire dx, df, dz^ et, en combinant les valeurs obtenues, on
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trouve

f il ' L' _._ , — ^

On a tout ce qu'il faut pour transformer l'équation (5) en fonction

des coordonnées curvilignes À et p.; on substitue, on divise par

4(X — p,), et, après quelques transpositions qui se présentent d'elles-

mêmes, on trouve pour équation des lignes de thalweg

,gN ^'^V^^ _ ^^'l^^Î^

en posant, pour abréger,

(9) J{u)-=Su''-{2h-\-gp-^gq)u + cpq.

Pour appliquer la méthode de Jacobi à l'étude du mouvement qui

nous occupe, on exprime la demi-force vive F en fonction des déri-

vées ).' et [x! de X et de pi par rapport au temps; la première équa-

tion (7) donne tout de suite

F— i
^>'^-~.")

)'2 , 1 ."(^-f*) ,,/2.

OU introduit comme variables nouvelles -rr? et -r-? à la place de >.' et a',
t)/. ÛJ. '

' '

et l'on exprime F en fouctionde )., ixetdes variables introduites, qu'on

remplace ensuite par -— et -r^; on porte le résultat obtenu dans la re-

lation F -f- gz = ^, et l'on a l'équation aux dérivées partielles

(x-A>)(x-?) id?>y [p-i,)[a-g) /ôs\' i + ^-p-^ _
XlX-f*) \d\j

"^^
c(5'-f') Wp/ ^ 2

~""

En multipliant par X — a, ou peut aisément dédoubler l'équation
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et obtenir une intégrale renfermant une arbitraire a.

s.^j^yx ^ (>-,)(L;) ^M'^'-

Jacobi a démontré que les intégrales du problème peuvent s'écrit e

s« = ^' lïï.='-^'-^

la première ne diffère pas de l'équalion (8) intégrée après qu'on a

lempiacé cpq para; la seconde devient, en employant notre fonc-

tion /, équation (g),

= t;

elle détermine la loi du mouvement sur la trajectoire. On l'obtiendrait

en transformant l'inlégrale des forces vives à l'aide des équations (7)

et (8), mais la méthode de Jacobi la donne plus naturellement.

Pour discuter la forme des lignes de thalweg, il convient de chercher

les valeurs de u qui annulent^ (m). Les équations (3) et (4) donnent

les valeurs de c et de h en fonction de .r„, jo, Zq, x'^, j"',,, z'^,, c'est-à-

dire des conditions initiales du mouvement; les équations (7) permet-

tent de transformer ces expressions en fonction de Xo,|:jIo)^oi1^'o' ^^ ^"

les substituant dans (g), on a

/(«) = §(« - >-o) (« - f^o) - /,n -„)i'^ -„\ ("
4(^« — /•')(^o— '/)

i^^-K)

Or J[iJ.„) est essentiellement positif, car c'est un carré; /(Xo) est né-

gatif, ety(co) positif; /(«) = o admet donc une racine a supérieure

à ).„, et une /3 comprise entre Xq et p.o. Nous pouvons écrire, au lieu

de l'équation (8),

dr dk y/'/. rt (Ifi v'^
;>o)

y/ (a _ X) (a — p) (> -/;) (> - <7l v'(>
- ,x)

| p - f*) (/; - fi) ( ^ - q]
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Je (lis que les binômes v, — >., >, _ .3, jc — y., j^ — n. sont positifs;

en effet, l'équation (8) prouve que —/(^) etj(ii) ont le raèine signe.

Or la somme

-/(>0 +JW = [2A + g(;> - 7 - X - p.;j (X -
f.)
= (>. - fx)

^'

est positive; il en est de même dej^tx) et de —/(À); le coefficient

de ir dansy («) étant positif, X— « et X — ,3 sont de signes contraires,

et c'est nécessairement le second qui est >> o; u. — a et a — ° ont l<;

même signe, et c'est le signe — , qui convient certainement à ij. — a..

Déterminons encore les angles /, i' que T fait en un de ses points

avec les lignes de courbure qui y passent; celles-ci forment avec les

deux lignes de courbure infiniment voisines un petit rectangle dont

la diagonale est ds, et les côtés sont les valeurs auxquelles se réduirait

({s si l'on y faisait tour à tour dX ou dij. égaux à zéro ; ce rectangle

donne

sin-/ X(X — ft)<A' u X — i^'i dfi'

sin'i'
~" (X— yjj (X— 7)' U^

— f)({*-9)'

mais, si dX et dij. vérifient l'équation (10), ce rapport devient

, . sin»/ (a_)i)(l— 0)
^II)

sin'/' (a — (x1
(
p — ti\

Il s'agit maintenant devoir ce que nous donnerait l'intégration de

l'équation \io); les deux signes ~ doivent être tels que les deux mem-

bres soient tous deux > o ou tousdeux < o
;
je puis faire en sorte qu'ils

soient positifs. Je distingue deux cas, selon que /S est "</jou >/;.

Dans la première hvpoihèse, X doit rester compris entre p et x, a

entre q et fi; l'équation (i 1) montre que, pour X = a, T est tangente

à Ej, tandis que, pourX = p, elle coupe sous un angle fini E^, c'est-à-

dire l'arc de parabole principale NON' : de même T touchera H^ et

traversera H,, c'est-à-dire P. Notre trajectoire sera inscrite dans le

quadrilatère compris entre E» et les deux branches de H^. Si a est tn-s-

voisin de p, ou [3 de q, le mobile restera sur une zone très-étroite; il

oscillera tout près de P ou de Q sans s'en écarter beaucoup; il est
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nécessaire toutefois, pour qu'il reste dans le voisinage de Q, qu'il ne

monte pas plus haut que les ombilics. Les petites oscillations étudiées

dès l'abord rentrent dans ce premier cas.

Quand /3 >>f, p- peut prendre toutes les valeurs dont il est suscep-

tible, c'est-à-dire varier entre p et q; X doit rester entre a et j3; T est

comprise dans une zone annulaire entre les courbes Eo, et Ep qu'elle

touche tour à tour, tandis qu'elle traverse P et Q; elle pourrait même
se confondre avec une ligne de courbure si a était égal à p. En les sup-

posant inégaux, étudions le mouvement à partir du moment où le

mobile a touché E^; alors X = a et |jl =
|j(.o-

Supposons que (x aille

d'abord en croissant ; X décroîtra jusqu'à /3 pour i-evenir à a, tandis que

(j., ayant atteint sa limite/?, descendra jusqu'à cj, puis augmentera pour

être égal à p., au point où T reviendra toucher £„; or je dis que p.,

est > fjio, c'est-à-dire que, pendant que le mobile part d'un premier

point de contact avec E^ pour revenir le toucher de nouveau, sou

azimut a augmenté de plus de i8o degrés.

Remarquons que les deux différentielles qui entrent dans l'équation

(lo) sont identiques; les limites de l'intégration diffèrent seules; je

désigne par le symbole
\
a,b \

l'intégrale de l'un ou de l'autre membre
prise entre les limites a et b, en faisant en sorte que tous les éléments

soient positifs. Cela posé, quand X varie de u jusqu'à |3 pour revenir

à «, l'intégrale du premier membre de (lo) croît de 2
|

p,K
|

; si p.,

partant de p.,, pour arriver à />, diminue jusqu'à q et revient ensuite

seulement jusqu'à p-o, ou à plus forte raison jusqu'à une valeur moiulre

que p-o, l'intégrale du second membre croît au plus de

i P-o, p \

-'-
\ q,p l + \ q, p-o I

= 2 I V'/' !

'

cet accroissement est moindre que celui de l'intégrale du premier

membre, car on a évideaunent

/3,a|>r (Il ^ p

'hP

/3 vi«-"Ml>-pj("'^-/^){>--'y)

J, n-- p)(P — p)(/'— piif' — ?)
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L'inégalité annoncée résnlte de ce que les seconds membres des deux

inégalités ci-dessus sont égaux, en vertu d'une propriété de l'uitégrale

elliptique de première espèce, que je démontre, du reste, en deux

mots. Dans l'intégrale en p. substituons à cette variable une antre va-

riable p qui lui soit liée par la relation

l'intégrale se transforme en une autre, identique à l'intégrale en )..

11 faut que /x atteigne noii-scuk-nicnt la valeur p.„, mais la dépasse et

soit égal à ju,, quand X redevient égal à c/., de sorte que

J2) 2
1

/S, a
I

— 2
1 7. /J

1
= ! y.„, y., j ;

V. pourrait être obligé d'atteindre i!e nouveau la limite p et de décroître

ensuite, mais il n'en résulte pas de difficulté. Supposons |3 très-peu

su|)érieur àp; quand ;j. est voisin de/), le coefficient de r/|u, dans (10)

est très-grand, et en général nous aiu'ons notre valeur fjt,, satisfaisante

l'égalité (la) sans que a atteigne une seconde fois/?; les coordonnées

des points de contact de T avec £„ seroni a,, a,, rj.j, . .
. , p.^, ;7.„+,, . . .;

mais plus p.,, sera près de p, moins p.„^., devra lui être supérieur pour

(jue
I

p.„, ij.„_^,
I
soit égal au premier membre de (12). Il est clair que

les arcs successifs deTse rapprocheront d'abord de plus en plus de la

portion de Q intérieure à E»; mais, au bout d'un certain temps, ils

s'en éloigneront. On pourrait faire en sorte que le mobile oscillât sur

la parabole principale Q, ou que (x fùl toujours égal à p; mais le

moindre écart suffirait pour éloigner la trajectoire de sa position pri-

mitive; il faut, bien entendu, que l'arc décrit primitivement sur Q
dépasse les ombilics.

Quand le paraboloïde est de révolution, les points de contact avec E,

sont des pointsoù la hauteur du mobile est maximum, et l'on a le ihéo-

lème analogue à celui de M. Puiseux sur le pendule sphérique.

Supposons ['^ = p : l'équation (10) ne conduit qu'à des intégrales

elliptiques; il n'est pas nécessaire de les calculer pour avoir la forme

Jour», de Math. (3« série), tome III. — Décembre 53
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de T. On fera varier X entre p et a, ,a entre p ei q; admettons encore

que, pour X = a, ^u. soit égal à y.„ et aille en croissant vers la limite p;

comme
| fjio, p I

est inBni, aussi bien que
\ p, x

\ ,
quand a sera égal

à/>,X devra arriver à la même valeur, c'est-à-dire queT passera par un

ombilic. La courbe dépas>era ce point, X et a prendront des valeurs

différentes de p, atteindront, ie premier a, le second q, et reviendront

tous deux vers la valeur/; qu'elles reprendront simultanément ; T pas-

sera au second ombilic. La courbe est formée d'une suite d'arcs allant

d'un ombilic à l'autre en toucbant E^, et sans rencontrer Q autre part

qu'en N et N'; il résulte du paragraphe précédent que les points de

contact avec E^ se rapprochent de plus en plus de l'un des sommets

de cette ligne situés dans le plan ZOY, etT tend indéfiniment à se con-

fondre avec un arc de Q.

Le mouvement d'un point pesant sur un paraboloï Je hyperbolique

se déduit aisément de ce qui précède : il suffit de changer dans les for-

mules q en — q. Il faut aussi remarquer que les deux séries de sur-

faces homofocales qui coupent réellement la proposée sont représen-

tées par les équations

\ —p'l-q ' ^' P — f 9 ~ i^
' "' ' '

'

X étant plus grand que p, et ij. <i — q. Je contiitue à désigner par £/

et H„ les ligues de courbure répondant à X = / ou à u. = ;«, quoique

ces deux systèmes de ligues se projettent suivant des livperboles ; les

deux branches de E/ sont séparées par le plan YOZ, et celles de H,„ par

le plan ZOX; il n y a plus d'ombilics. L'équation (lo) devient dans

ce cas

(.3)
±d\sj\ _ z-d'j. \j-j.

V^(«-^) (>-?)(>-/')(> -7) V.*-P;.P-f^)(/'-F)(<7

on démontre, comme dans la première question, que tous les binômes

qui entrent dans (i3) doivent être positifs, sauf a — q, qui est négatit

comme /jl; a et |3 sont encore les racines d'une équation du second

degré, la première supérieure à X„, la seconde comprise entre X,, et



MOUVEMENT u'uw POINT l'ESANT SI.R VU PARABOLOÏDE. 4''

ij.f,. La ligne de thalweg aura trois formes différentes selon que (i sera

plus grand que p, compris entre /) et — q, enlin inférieur à — q.

Soil [i ^ p; X doit rester compris entre a et (i, fj. prenant toutes les

valeurs dont il est susceptible, c'est-à-dire variant de — q à — x .

T traverse ZOX pour ij.=^ — q, et s'éloigne iniléfuiiinent de ce plan

de part et d'autre, tout en serpentant entre les branches de E^ et de E<j

qui sont situées d'un même côté de ZOY ; il n'y a qu'un nombre fini de

points de contact, car le symbole
|
a, h\ ayant une signification analogue

à celle que nous lui avons donnée d'abord,
|

— oc ,
—

«y |
a une valeur

finie; u. variant de — <yà — co , X ne peut aller qu'un nombre fini de

fois de a à [j.

(^uand
fi

est compris entre p el — q,! varie entre pet a, tj. entre — q
et — ce

; T a une forme analogue à celle que je viens de décrire, sauf

qu'elle serpenie entre les deux branches de E,, an lieu que ce soit entre

une d'elles et une braïuhe de E^. Quand fi~> — q,iJ- varie entre |'i

et — 00 , T touche une fois Ilpets'en éloigne suivant deux lignes qui

serpentent entre les branches de E^.

L'écjualiou fi3) conduit à de simples intégrales elliptiques (piaud

|3 est égal à p, à zéro ou à — q; dans les deux premiers cas, la forme de

T se déduit aisément de ce qui précède et est peu remarquable; elle le

devient pour
fi

=^ — q. Je suppose que ij. augmente à partir de ij-q en

tendant vers — q; si l'on intégre l'équ.ition (i3), le second membre de-

vient
I

ij.o, — Y I

et est infini; il duit eu être de même de l'intégrale en X,

et il faut pour cela que X aille un nombre infini de fois de p à x et de

a. cl p;T oscillant un nombre infini de fois entre les branches de E^ se

rapproche indéfiniment de P; sa projection horizontale tend à prendre

la forme de la courbe x = sin -•

X

Le mouvement sur nu |Ktraboloïde elliptique qui tourne sa convexité

vers le haut se déduirait de nos premiers calculs en supposant OZ di-

rigé dans le sens de la pesanteur, ou en changeant dans nos ibrmules

gen — g. Les valeurs « ot
fi
pour lesquelh sy ( u) s'annule sont, la pre-

mière comprise entre X^ et ij.,,, la seconde inférieure à tJa'.JiJ.) <t

—y^(X) doivent encore être >o; mais, comme dans^ («) le terme du

second degré est — gu^, on trouve que X doit être supérieur à a et à j3,

53..
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[j. compris entre ces deux quantités. 11 y a quatre cas dans la discus-

sion de T, selon que a^/> etjS^ijr. Soit a>-p et /3<;(yf; X doit varier

entre a et 20 , u. entre p et q\ T touche £„ puis s'en éloigne indéfini-

ment en traversant toutes les lignes H, mais elle ne fait qu'un nombre

fini de circuits autour du paraboioïde,
|
a, 00

|
étant fini. Dans les trois

autres hypothèses, les formes de T se rapprochent de celles qu'on

trouve sur le paraboioïde hyperbolique, et je ne les passe pas en revue.

Supposons enfin que ia pesanteur disparaisse ou que g s'annule; les

lignes de thalweg deviennent des lignes géodésiques que je désigne

par G; leur équation sur le paraboioïde elliptique se déduit de (8) et

peut s'écrire

(l4)
zirrf^y/X ^___ ^^i^\/l^

V';X — a)(X — /j) il—q) v'(^-f)(^-f^)(F— "?)

a étant és;al à ~~- L'équation (i 1) se réduit à la suivante :

sin-( ). — X , . „ ., . o
^—T7 =^ ' Asni i -î- .asin^i — a,
sm'l a — li

'

propriété connue des lignes géodésiques sur les surfaces du second

ordre. Quand a >/J, X varie de akxi , p.de pkq; G, après avoir lou-

ché £5^, s'en éloigne indéfiniment, mais en tournant comme laie spirale

autour du paraboioïde ; car ici
| «, co

|

(ce symbole ayant une signifi-

cation analogue à celle qu'il a eue jusqu'ici) est infini; quand donc A

va de a à <x> , il faut que p. aille un nombre illimité de fois de p k q.

Si a <i p, G serpente entre les deux branches de Ha qu'elle touche un

nombre infini de fois.

Lorsque a, est égal à /;, (i4) pourrait s'intégrer à laide de loga-

rithmes; mais remarquons que X et p. peuvent prendre toutes les va-

leurs dont ils sont susceptibles, et supposons que X croisse d'abord à

partir de Xp, il augmentera indéfiniment; l'intégrale du premier

membre de (i/j) deviendra infinie; il devra en être de même pour le se-

cond membre, et cela exige que p. tende vers/? en même temps que X

vers ao . G a une branche infinie dont la projection horizontale aurait

une asymptote parallèle à OY; mais cette asymptote est rejetée à l'in-
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fini. Soit, en effet, p — z la valeur de (j. correspondant à une très-

grande valeur )., de X; les intégrales
|

'/.„, '/.,
|
et

| u-a, p — ;
j,

qui sont

égaleset très-grandfs, nediffèrent que île quaniilés finies, l'une deL/.,,

l'autre de X.' --~ L -; donc )., ~ - i n étant >> i ; or, pour les poiiils

H l'infini sur G ou sur sa projection,

\\n\ X ^ hm \ /
'—^-^—-'- = 30 .

V i>-u

Si l'on suit G à partir du point initial dans le sens où ). décroit, on

voit que. quand cette variable arrive à p, il en doit être de même de^u.:

G passe par un ombilic, puis s'en éloigne en donnant une secon<le

partie dont la projection forme aussi une branche parabolique dans la

direction de OY.

Les lignes géodésiqucs du paraboloïde liyperbolique sciaient don-

nées par l'équation (i4) en y changeant q en — q. Si a est ~^ p ou

< — ^, G se compose de deux brandies infinies qui partent <X\\\\

point où elles touchent E^ ou H^, et traversent toutes les lignes de cour-

bure du système opposé. Quand a est entre/; et — <^, G coupe toutes

les lignes de courbure; si, en particulier, on fait a — o, l'équation \!\

modifiée donne

±id^

on pourrait intégrer; mais, en se reportant aux équations 7 , on

trouve que celle relation, sous sa forme rationnelle, équivaut à

rfr^
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G coupe encore toutes les lignes de courbure, mais sa projection lioii-

zontale est asymptote à OY dans le premier cas, à OX dans le second.

Il sérail aisé de vérifier par le calcul que les lignes géodésiques sur le

paraboioïde présentent les mêmes propriétés que sur les surfaces à

centre, mais c'est leur forme que je me suis surtout proposé d'in-

diqiur.
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Sur la courbure des surfaces rcciproques ;

Par m. Jeax FR-VM^:,

Professeur à l'École Polytechnique de Lcmberc.

Soient

i j: — X -f- 5rt,

(i) )j = x-,-n,

I 2= Zh- 5c

les équations ilune surface réglée [S], diins lesquelles X, Y, Z sont les

coordonnées reclangulaires du point central s de la génératrice recti-

ligne S, et a, h, c désignent les cosinus des angles que cette génératrice

fait avec les axes positifs. Les quantités X, Y, Z; a, h, c sont des fonc-

tions bien déterminées d'un paramétre t qui lixe la position de la

génératrice dans l'e.'^pace, tandis qu'un second paramètre 5, indépen-

dant du premier, détermine le point variable x, j, z .^ur cette géné-

ratrice. Ces six quantités satisfont, comme on sait, à l'équation diffé-

renlielle suivante :

(2) -- - - H ,-^- — = O-
* ' de de lit de ut lU

Pour trouver la courbure K de la surface au point [x,y, z), d faut

calculer l'angle infiniment petit dz, que la génératrice S fait avec la

génératrices' infiniment voisine, ainsi que la plus courte distance ^/.^

de ces deux droites. En difléreutiant les équations ( 1 ) et posant

, de db ^, da de -, dh , dti

ut dl tic de lit lit
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on obtient aisément

L -,- -- M ^--1- N-—

''
(L^+MM-N')^ ,

*

d'où l'on déduit, d'après une fornniio bien connue,

(3) K=- (*^*

[-'©']"

on, en appelant courbure centrale de la surface relative à \.\ génératrice

considérée la courbure Kj au j)oint central s.

JS.,
-"

(1/ dt dt I

Soit T la perpendiculaire commune aux droites S et S', qui mesure

la plus courte distance r/A : la surface [T], engendrée par cette droite,

a été nommée par E. Boin- la réciproque de la proposée. En posant

/r\ L , M N
(5) rt,= 7. 6,= -j^' c, = T'

(L=+JP+N=)' (L--f-I\P+N\|-' (L'+M'-tN')'

on obtient 1rs équations de la surface réciproque

ia:

— X -f- B^n^,

, z =^ Z + 5,c,.

La différentiation (^es équations (5) nous donne immédiatement

(Z-N -cM),

(7;

r/fl,
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où nous avons posé

db d-c de d"-
b'^

' dt lit- dt dt-

,
I
de d'' a tia il'c\

,gv ;
V /

\di~dF~d7dF)
^ ' ' 'dci d'b db d-a

dt dt- dt dt'

d'où l'on conclut les expressions suivantes de l'angle infiniment pe-

tit r/r, (le deux génératrices voisines de la surface réciproque et de leur

plus courte dislance dà,

(9)

(lo)

La courbure centrale de la surface réciproque relative à la généra-

trice T, que nous désignons par A^^, est par conséquent

rfr,
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laire au plan oscillateur de la courbe au même point fait avec les axes

positifs, on obtient aisément

aa' -\- bb' -+- ce' P

'" (L'-f-HP+K') =

,, . aa' -\- bh' -^ ce' .
,

- j- •

i r- i-
or ! expression ; est la courbure geodesique de 1 uidica-

trice considérée sur la sphère, que nous appellerons -: on a donc

(i3) P = l(L=-+-I\P4-N-)2.

Pour transformer le quotient — dans l'équation (12), soity l'angle

moindre que 180 degrés que la tangente à la ligne de striction fait avec

la direction positive de la génératrice S, on aura

rfX , dY rfZ
a—~- + i -3- -t-c-—

, dl dt dt
COS_/ =

d'où il suit, en ayant égard à léquation (2),

dii. ds . , du ds ,

-p = -7- SUl /, — = — cosf;dt dt •'^ dt dt -^

par conséquent,

/ # \ d^ /

('4)
rf^
= tangy.

Eu substituant les expressions (i3) et (i4) dans l'équation (12), il

viendra enfin

Cette formule permet de calcider la courbure centrale de la surface

réciproque [T] en fonction de la courbure centrale de la pro-

posée [S].

Désignons par/i et /', les valeurs de l'angley et du rayon r relatives
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à la surface [TJ, la formule précédcule donnera

K, tans'/,

d'où l'on déduit

(i6) - - = cot/cot/;.

C'est une remarquable relation symétrique entre les lignes de striction

et les indicatrices sphériques de deux surfaces réciproques.

IL

Nous allons montrer l'application de la formule (i5) à la solution

d'un problème intéressant de Cinématique des systèmes rigides.

On sait que tout mouvement bien déterminé d'un système rigide

peut en général être engendré par le roulement et le glissement d'une

surface réglée (2), invariablement liée au système mobile, sur une
autre surface réglée (S , immobile dans l'espace. Ces deux surfaces se

touchent à chaque instant suivant une génératrice rectiligne qui est

l'axe central du mouvement hélicoïdal infiniment petit du système.

On peut appeler (S) la surface centrale et [1) la surface génératrice

du mouvement du système donné. La surface centrale peut être choisie

à volonté; mais, pour que [1) soit une surface génératrice correspon-

dant à (S), il faut et il suffit que l'angle infiniment petit de deux

génératrices consécutives de (2) et leur plus courte distance soient

respectivement égales aux éléments analogues de deux génératrices cor-

respondantes de la surface centrale, en appelant correspondantes deux

génératrices S et 2 de ces deux surfaces qui viennent coïncider simul-

tanément avec l'axe central. On voit donc que ces deux surfaces ont la

même courbure centrale aux génératrices correspojidantes.

Pour trouver l'anjplilude JiJ> et la translation dl du mouvement

hélicoïdal instantané relatif à l'axe central S, considérons deux géné-

ratrices correspondantes S' et 1\ infiniment voisines de S. Les lignes

de striction de nos deux surfaces se coupent au point central s de la

génératrice S, et le mouvement hélicoïdal doit amener la droite 2' dans

54.
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une position telle qu'elle s'applique sur S', et qu'en même temps le

point central c' de 2' tombe sur le point central s' de S'. En menant

donc par a' la perpendiculaire commune na' à S et 2' et par le

point s' la perpendiculaire commune ps' à S et S', on voit immé-

dialementque l'amplitude de la rotation est égale à l'angle des deux

droites ps' et r^y. Or ps' et îit;' sont deux génératrices correspon-

dantes des surfaces (T)et (5), réciproques de (S) et (2;; en désignant

donc par d^' et d<\i" les angles infiniment petits que ces génératrices

font avec la génératrice commune aux surfaces réciproques à l'instant

considéré, on aura

(17) dé= d<b' ±(là",

le signe supérieur ou inférieur devant être choisi selon que les cônes

directeurs des surfaces (S) et (2) se touchent extérieurement ou inté-

rieurement, suivant une droite parallèle à l'axe central.

La rotation dà amène la droite 2' dans une position parallèle à S', et

la translation dl doit faire coïncider le point 0' avec s'; on aura, par

conséquent,

dl = ~p = Sp — STs,

ou, si l'on désigne par dl' et dl" les plus courtes distances sp et ^t: de

la génératrice commune aux surfaces réciproques à la génératrice ps'

et wj' respectivement,

(18) dl = dl'-dl".

Le quotient X = j^est \e pas réduit des hélices élémentaires décrites

simultanément par les points du système mobile. Les formules précé-

dentes nous donnent

, _ âl' — cll"

'" ~ d\' ±.dY
'

En désignant par d- l'angle infiniment petit que la génératrices' ou 2'

fait avec l'axe central, et par - et - les courbures géodésiques des in-

dicatrices sphériques des surfaces (S) et (2) au point correspondant à
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cet axe, nous aurons d'abord, en vcrlu des formules (9) et (i3},

('9)
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Note sur le problème des trois corps;

Par m. ALLÉGRET,

Professeur h la Faculté des Sciences de Lyon.

Dans les remarques critiques publiées clans le numéro de juillet du

Journal de Mathématiques (t. III, p. 216), M. Emile Mathieu m'at-

tribue une méthode toute différente de celle qui est exposée à la fin de

mon Mémoire sur le problème des trois corps [Journal de Mathéma-

tiques, t. I,p. 277). Je regrette d'être obligé de me défendre d'avoir

pris pour intégrales, ou comme des quantités invariables avec le temps,

les sommes d'aires momentanées comptées dans les plans mobiles dont

il est question au dernier Chapitre de ce Mémoire. Mais, si M. Mathieu

veut prendre la peine de lire avec plus d'attention le n° 51 dudit

Chapitre (p. 3i 5), il reconnaîtra, je ne puis en douter, que l'opinion

qu'il me prête est sans fondement. Les quantités désignées par C, F

et G sont des constantes arbitraires par rapport aux variables de l'é-

quation (45) où le temps n'entre pas, mais rien n'empêche de supposer

aussi ces quantités C, F et G fonctions du temps. La solution S continue

à convenir au problème des trois corps, pourvu seulement que la

dérivée jjartielle de S par rapport au temps soit nulle. Or, si l'on rem-

place, par exemple, C, F et G par des fonctions qui satisfassent identi-

quement à la seconde ligne des équations (48), savoir

dV dV d\
5ï;=Zo-X' Jï-==Po-P' JG^^»-^'

et qu'ajoutant à S une constante convenable on mette cette dernière

quantité sous la forme

S = C(x - X«) + F(p - Po) + G (c7 - Tz,) + V,
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on s iissiire que — =: o. S est alors une solution de l'écination primor-

diale aux dérivées partielles, où les six variables s, 7, o),/, p ei tz sont

indépendantes du temps
;
par suite, la variabilité de C, F et G, que j'ai

admise, est ainsi facilement justifiée.

J'ai dit d'ailleurs formellement que ces quantités C, F et G sont

uniquement fonctions des trois angles y, if* et v qui déterminent à chaque

instant dans l'espace la position variable du triangle des trois corps.

Attribuer aux trois premières quantités une constance absolue revien-

drait donc à siip|)oser aussi la constance des trois derniers angles, ce

qui est une absurdité manifeste. Enfin comment pourrait-on concilier

l'opinion que nie prête M, iNIalhieu avec ces paroles de mon .Mémoire

{loc. cit.) :

« Lorsque les éléments du triangle des trois corps seront connus

au moyen de la solution singulière V et des trois premières équa-

tions (48), on devra faire varier les angles y, <^ et v (c'est-à-dire

évidemment déterminer leurs valeurs en fonction du temps), .ainsi

que: le.s fonctions dksignkes par c, F et G, etc. »?

J'espère que M. Mathieu reconnaîtra qu'il s'est tout à fait trompé en

me reprochant une aussi grossière erreur. Je vais maintenant examiner

son objection relative à l'emploi des variables /, s et w qui n'auraient

pas, selon lui,^^ véritables (lijjérentielles . .Si mon contradicteur a voulu

entendre par là que ces trois variables ne doivent pas être issiinilées

aux coordonnées onlinaires et susce|)tibles de déterminer dans l'es-

pace la position des corps, il n'était pas besoin d'appuyer une assertion

aussi évidente de l'autorité d'un fragment posthume et fort obscur de la

deuxième édition de la Mecanirjue analytique. Je n'ai point prétendu

le contraire; je me suis contenté d'admettre implicitement (par

suite des équations différentielles entre les variables considérées et de

leurs intégrales correspondantes) qu'il existe entre les six coordonnées

ordinaires du problème, les trois nouvelles variables auxiliaires y, p

et 57, et certaines constantes arbitraires, en nombre suffisant, des rela-

tions inconnues, mais possibles. J'ai pu dès lors penser, contrairement

à l'opinion de M. JMalhieu, que les formules relatives aux changements

de variables indépendantes, et par suite aussi les transformations d'Ha-

milton et de Lagrange, inverses l'une de l'autre, subsistent encore,
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SOUS la réserve toutefois que les constantes arbitraires dont il s'agit

appartiennent à luie luème solution complète de l'équation fondamen-

tale d'Hamilton. Ces relations inconnues ont pour effet de diminuer

les constantes arbitraires de la solution complète, qui devient nécessai-

rement par l'introduction des nouvelles variables y^ p et îj, une solu-

tion singulière. Celte remarque détruit toute l'argumentation de

M. Mathieu, car la méthode visiblement erronée qu'il m'attribue ne

conviendrait qu'à une solution complète, laquelle ne saurait ici être

en question ( l'o/r notamment l'introduction et la fin du n° 52 de

mon Mémoire). Mais, si JI. Mathieu rejetait absolument l'emploi des

variables)^, p et ot comme incompatible avec quelque solution singu-

lière et convenable du problème, il commettrait lui-même une erreur

très-grave. Qu'il veuille bien, en effet, se reporter à l'équalion (45)

qu'il incrimine, il verra que cette équation admet une solution immé-

diate, celle pour laquelle S est indépendante de /, p et zû. On l'obtient

en faisant y' = p' = zs' := o et l'on retrouve la solution donnée par

l'ensemble des équations (3o) et (3i) de mon Mémoire, laquelle est

inattaquable. Ainsi, au point de vue des solutions singulières, qui sont

ici tout aussi acceptables que les solutions complètes, l'emploi des

variables y, p et zs, que M. Mathieu condamne, est parfaitement

légitime.

J'ajoute enfin, pour répondre à une assertion fort hasardée du com-

mencement de sa Note, que le dernier Chapitre de mon Mémoire est

loin d'avoir rim|)ortance que mon contradicteur lui attribue.

Si l'on considère, en effet, que dans les deux Chapitres qui précèdent

le dernier, il a été démontré l'existence d'une solution singulière de

l'équation

U - T = H,

il devient aisé de reconnaître que celte solntion s'étend au cas géné-

ral, en rendant variable la quantité H supposée tout d'abord con-

stante. Cette hypothèse ne fait que tran!^former la soluliem piécédeiite

en une nouvelle solution singulière qui convient encore au problème.

Les quatre équations des aires et des forces vives permettent ensuite,

par la méthode du n° 47, de former de nouvelles équations différen-

tielles du premier ordre entre les quatre variables H, 9, <\i et v et par
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l'intégration on anrail ensuite la solution la plus générale <!ii problème

des trois cor|)s.

Je n'ai pas cru devoir m'arrèter, il est vrai, à l'exposition de cette

méthode, qui se présentait d'elle-même comme une conséquence de ma
théorie des solutions singulières et générales des équations aux dérivée-;

partielles {\o\r Journal de Matliémaliques, t. III, p. aSij). Si j'ai préféré

exprimer la variabilité de H en introduisant dans U quelques nou-

veaux termes, c'est afin de conserver à 11 la valeur de la constante

absolue des forces vives. C'est là le but unique du dernier Chapitre de

mon iMémoirc.lMais, en supposant que la inélhodequi y a été suivie soit

défectueuse en quelque point, ce que j'ignore, il serait à coup sur exces-

sif et peut-être injuste de nier, à propos d'une question d'un intérêt

théorique d'ordre secondaire, le pas fait vers la solution du problème

des trois corps, en signalant pour la première fois une solution singu-

lière qui ne dépend pas de la position des axes coordonnés. Cette

solution mettrait assurément, si elle pouvait être obtenue, sur la

voie du résultat définitif. C'est là, selon moi, contrairement encore

a l'opinion de M. Mathieu, le point capital de mon Mémoire, et

je crois l'avoir dit fort claiien)ent et dans l'introduction et tlans le

cours même de mon travail. J'aurais été bien aise que JNl. Emile

Mathieu eût constaté ce léger mais incontestable progrès, de même
que je voudrais pouvoir reconnaître quelque chose de fondé dans

ses observations. En essayant de nous éclairer mutuellement, nous

pourrons toujours du moins, M. Mathieu et moi, mnniror au

public, dans une discussion courtoise, qu'il est possible de coucdier les

égards que se doivent deux collègues avec une rcchiTche scriqiulcuse

de la vérité géométrique.

Juiirn. de Math. i^Z' série), tome III. — Décembre 1S77. 55
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